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Uppgift 1, grundlaggande: Komplexitet & korrekthet

(A) s = [0], v = 1 gor att programmet fastnar i en odndlig loop.

(B) Inskréink startIdx/endIdx enligt foljande:
startIdx = candidateIdx + 1;
respektive
endIdx = candidateIdx - 1;

(C) Vid varje steg i while-loopen sa kommer antalet for nasta loopsteg att halveras [tack vare inskrankingen i
endIdx/startldx].
Detta kan ske maximalt Ig(S) ganger.
Virstafallskomplexiteten dr da O(log S).

Uppgift 2, grundlaggande: Hashtabeller

Antag att de individualiserade vardena som ficks var:
C:14, E:11, B:10, G:12, A:15, F:12, D:16

Med insittningsordning C, E, B, G, A, F, D far vi foljande tabell:
0B-0

1E-0

2G-0F-0

3

4 C-0

5A-0

6 D-0

7F-1 //2+12*2+1=27=7 (mod 10)

8 -

9--
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Uppgift 3, grundlaggande: Prioritetskoer

(A) Fungerande kallkod for konstruktorn, removeSecond och insert.

public class SecondaryQueue<T extends Comparable<T>> {
private final PriorityQueue<T> pq;

public SecondaryQueue() {
this.pg = new PriorityQueue<>();

}

public T removeSecond() {

if(this.pg.size() < 2) {
throw new NoSuchElementException();

}
T first = this.pq.remove();
T second = this.pq.remove();
this.pg.add(first);
return second;

}

public void insert(T e) {
this.pqg.add(e);
}
}

(B) Vianvéinder standardklassen java.util.PriorityQueue. Enligt dokumentationen (https://docs.

oracle.com/en/java/javase/15/docs/api/java.base/java/util/PriorityQueue.html) sa ar den baserad pa en
priority heap.

Komplexiteten for konstruktorn ar konstant, O(1), da det ar den forvantade komplexiteten for att skapa
ett nytt objekt och allokera plats for det.

removeSecond tar bort det minsta och ndst minsta elementet fran en heap, i vérsta fall O(log n) dér n &r
antalet elemet pa kon. Sedan laggs det minsta elementet (men inte det ndst minsta) elementet tillbaks
vilket ocksé dr i O(log n) (amorterat, se nedan). Vi far 3 operationer som samtliga ar i O(log n) vilket
medfor att hela removeSecond ér i O(log n).

insert dr ocksa i amorterad tid O(log n) (det vi férvintar oss av en prioritetsk implementerad med en
heap). Amorterad tid da heapen kan behova véxa; vid de punkterna behover heapens virden kopieras till
den nya, storre, heapen for komplexitet O(n).
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Uppgift 4, grundlaggande: Grafer

Antag R =23, START = D, SLUT = H.

Kortaste vagen fran D till H skall alltsa ha kostnaden 23 och det minimala uppspannande tradet ska ha

kostnad 32.

Grafen med start- och slutnod markerade

Vi fixerar en kortaste vag fran D till H med
kostnad 23, vagen markerad i gront.

Nu kan vi lata kortaste vigen utgora en
del av vart MST. Vi lagger till vikter pa
kanterna som kravs for att alla noder ska
vara nabara. Dessa kanter summerar till 9
(kravet var att MST ska ha kostnad R + 9).

Da det inte fanns nagon 6vre grins for
vikter sd kan vi sdtta alla resterande vikter
till godtyckligt hogt, x, sadant att x > R.

(x kan sdttas lagre men att sdttax > Rér
garanterat tillrackligt stort.)

MST markerat i blatt.

L
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Uppgift 5, grundlaggande: Binara soktrad

(A)

// To Node.java
public int getBalance() {
return getNumberOfDescendants(this.right) -
getNumberOfDescendants(this.left);

}
private int getNumberOfDescendants(Node<T> ancestor) {
if(ancestor == null) {
return 0;
}

// Add 1 to include this ancestor as part of the count.
return 1 + getNumberOfDescendants(ancestor.left) +
getNumberOfDescendants(ancestor.right);

(B)
Varje nod kan referera till maximalt tva barn som har en unik position i traidet. Om samma varde skulle
ldggas in i tradet flera gdnger sa kommer tridegenskapen att bibehallas (max 2 barn, inga cykler).

Varje anrop till getBalance( ) kan resultera i att man som virst tittar pa alla vanster- och alla hogerattlingar
exakt en gang. Dessa uppgar till (som viérst) n — 1; den nuvarande noden raknas bort. Att uppdatera
balansraknaren ("balance”) tar konstant tid. Vi far O(n) O(1) = O(n).

(©)

Antag ett maximal obalanserat trad. I var implementation fanns ingen information i varje nod om hur manga
attlingar en viss nod har. Da foljer att vi kan behova ga ner maximalt till hoger eller maximalt till vanster,
vilket ger n — 1 € O(n) steg.
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Uppgift 6, grundldaggande: Sortering

(A)

S1:
S2:

{18, 23, 19, 24, 23, 13, 28}
{11, 21, 28, 28, 28, 28, 28}

(B)

static int[] findLRSS(int[] arr) {

}

Koden ovan kommer 16pa i tid O(n) dér n = arr.length. Detta inses genom att observera att det enda
loopvillkor som finns ar i < n aoch att 1 alltid 6kar med 1, oavsett vad som hédnder i loopkroppen.

(©)

if (arr.length == 0) {
return new int[] { 0, 0 };
}
int bestRisinglLength = 0;
int risinglLength = 1;
int beginIdx = 0;
int bestBeginIdx =
int bestEndIdx = 1;
for (int 1 = 1; 1 < arr.length; i++) {
// Is the current element part of a rising sequence?
if (arr[i1 - 1] <= arr[i1]) {
risingLength++;
// Is the length of the current RS greater than the best
// length seen so far?
if (risingLength > bestRisinglLength) {
bestRisinglLength = risinglLength;
bestBeginIdx = beginIdx;
bestEndIdx = 1 + 1;

0;

}
} else {
// Not part of a rising sequence. Reset.
risingLength = 1;
beginIdx = 1i;
}

}
return new int[] { bestBeginIdx, bestEndIdx };

Applicerad pa S1: (0, 2)

Applicerad pa S2: (0, 8)
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Uppgift 7, avancerad: Komplexitet

public static Long[] sortNoDuplicates(final Long[] array) {
final List<Long> output = new ArrayList<>(); // 1. 0(1)

final Set<Long> set = new HashSet<>(); // 2. 0(1)
for(final Long s : array) { // 3. 0(n)
if(!set.contains(s)) { // 4-1. 0(m) 4-2. average 0(1)
set.add(s); // 5-1. 0(m) 5-2. average 0(1)
output.add(s); // 6. 0(1), amortized.
}
}
// You may assume sort is in O(n log n).
Collections.sort(output); // 7. 0(m log m)
return output.toArray(new Long[0]); // 8. 0(m)
}
Antaganden:

Att skapa instanser av ArrayList och HashSet ér i konstant tid.
Vi kan iterera Gver elementen i en array och varje iterationssteg (motsvarande next( )) dr i konstant tid.

Att se om en hashtabell innehaller ett element ar i vérsta fall linjart i tabellens storlek (i nuvarande Java-
implementation faktiskt logaritmiskt...), genomsnittligt konstant tid.

Att lagga till ett element till en hashtabell &r i vdrsta fall linjart (logaritmiskt i sena Java-versioner) och
genomsnittligt konstant.

Att lagga till ett element till slutet av en ArrayList dr amorterat konstant.

Att kopiera fran en ArrayList till en array ér linjart i ArrayListens storlek.

Varstafallskomplexitet

(1) +2)+ ) * (4-1) + (5-1) +(6)) + (7) + (8) =

O(1) + O(1) + O(n) (O(m) + O(m) + O(1)) + O(m log m) + O(m) =

O(nm) + O(m log m) = O(nm + mlog m).

Da m inte ar oberoende av n, vi har relationen m < n, si kan vi ersatta m med n och far
O(n? + nlog n) = O(n?).

Genomsnittskomplexitet

(1) +2)+(3) " ((4-2) + (5-2) +(6)) + (7) + (8) =

O(1) + O(1) + O(n) (O(1) + O(1) + O(1)) + O(m log m) + O(m) =

O(n) + O(m log m) = O(n + mlog m).

Har kan och bor vi inte utnyttja att m som storst dr n; O(n) kan vara storre én O(m log m) och omvant.

I det foregaende fallet sa anvéinde vi oss av att O(n log n)  O(n*) men O(n*) ¢ O(n log n).
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Uppgift 8, avancerad: Annorlunda traversering

Forberedelse:
Vi behover ett sétt att halla reda pa hur mycket till vanster eller till hoger vi ar.
Utifran en vénster/hdger-angivelse behover vi en funktion for att ge oss delméngdens prioritet.

Hoger/vénster haller vi ordning pa genom en balans-riknare. Ar vi i mitten sa ir balansen 0, ett steg till
vanster -1, tva steg till hoger 2, o.s.v.

Utifran balansraknaren kan vi enkelt skapa en funktion, p(b), som ger delméangdens prioritet utifran
balansen, b:

p(b)=-2b |omb<0
2b+1 |omb>0

Lésning i O(n log n):
private static class PrioNode<T> implements Comparable<PrioNode<T>> {
public final int prio;
public final Node<T> node;

public PrioNode(int prio, Node<T> node) {
this.prio = prio;
this.node = node;

}

@Override
public int compareTo(PrioNode<T> o) { return this.prio - o.prio; }

}

voild printNodesFromMiddle() {
final PriorityQueue<PrioNode<T>> pq = new PriorityQueue<>();
traverseAndAddPQ(pq, this.root, 0);
StringBuilder b = new StringBuilder();
while(!pg.isEmpty()) {
PrioNode<T> n = pq.remove();
b.append(n.node.value + " ");
}
System.out.println(b.toString());
}

private void traverseAndAddPQ(final PriorityQueue<PrioNode<T>> pq,
final Node<T> n, final int b) {
final int prio=b <0 ? -2 *xb : 2 x b + 1;
pg.add(new PrioNode<>(prio, n));
if (n.left !'= null) { traverseAndAddPQ(pqg, n.left, b - 1);
if (n.right != null) { traverseAndAddPQ(pqg, n.right, b + 1);

-
el
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Motivering

Om vi tar hjalp av en prioritetsko sa uppnar vi malet. Elementen som ligger i mitten har hogst prioritet, {6ljt
av de element som ligger ett steg till vinster, ett steg till hoger, o.s.v.

For att kunna anvianda Javas standardklass PriorityQueue sd maste vi se till att elementen dr jaimforbara
med avseende pa prioritet, vilket dr syftet med innerklassen PrioNode.

Om vi antar att PriorityQueue dr implementerad med en bindr heap sd kommer inséttning for varje
element ga i tid O(log n) dér n dr kons storlek. Varje element sétts in maximalt en gang vilket ger
O(n) O(log n) = O(n log n).

Nar kon ér klar 6vergar vi till utskrift. En detalj i sammanhanget ar att vi anvdnder StringBuilder, man
kunde ocksé tankt sig att bara skriva ut direkt via System.out.printin().

Givet tidigare antagande om PriorityQueues implementation sa ar remove( ) i O(log n).
Antalet ganger remove( ) anropas ar n, for total O(n) O(log n) = O(n log n) for utskriften.

Summa summarum far vi 2 O(n log n) = O(n log n).

Battre genomsnittskomplexitet (men samre varstafallsdito)

En intressant hybrid som ger genomsnittskomplexitet O(n + m log m), dar m dr antalet olika prioriteter, kan
uppnas m.h.a. en hashtabell.

Foljande Map anvands:

Map<Integer, ArrayList<T>> elements = new HashMap<>();

Nya element laggs till med

ArrayList<T> pl = elements.get(prio); // Expected constant time.
if(pl == null) {
pl = new ArrayList<>();elements.put(prio, pl);

}
pl.add(n);

For att skriva ut elementen i ratt ordning sorterar vi nycklarna i elements och itererar 6ver dem for att fa de
element som horde ihop med respektive prioritet. Det ér alltsa har O(m log m) kommer in.

Den genomsnittliga komplexiteten for den har 16sningen blir da O(n) + O(m log m) = O(n + m log m).

Ovning
Varfor kan vi inte uppna virstafallskomplexitet O(n + m log m) genom att istillet for en hashtabell anvinda

en dynamisk array av listor, dér prioriteten indexerar in i arrayen? Indexering i en dynamisk array ar ju en
konstanttidsoperation.
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Uppgift 9, avancerad: Riktade acykliska grafer

Korning

Lat ordningen hos graphNodes vara {D, A, C, F, E, B}. Lat kolumnen n visa véardet i isAcyclic och "n int” visa
n i internallsAcyclic. Om vi returnernar fran rekursionen i flera steg skriver vi inte ut det.

For graf 1 far vi:

n int visited (1in) visited (out) tmpVisit (in) |tmpVisit (out)
D D - D - D
E D D E D -
A A D E DEA - A
D DEA DEA A -
C C DEA DEAC - C
F DEAC DEACF -
E DEACF DEACF F -
E E DEACEF DEACEF - -
B B DEACF DEACFSB - B
A DEACFRB DEACFRB B B
E DEACFB DEACFB B B
C DEACFB DEACFSB B -

Da det inte i nagot fall skett att origin finns med i tmpVisit sa ar graf acyklisk.

For graf 2 far vi:

n int visited (1in) visited (out) tmpVisit (in) [tmpVisit (out)
D D - D - D

E D D E D D E

F D E DEF D E DEF

C DEF DEFC DEF DEFC

B DEFC DEFCB DEFC DEFCB

E DEFCB DEFCB DEFCB DEFCB

Virt att notera ar att vi inte specificerat vilken ordning origin.edgesTo gas igenom.
Nir vi i graf 2 gar fran B till E sa kunde vi lika gérna gatt from B till A (till D).

I det sista steget (E) sa finns E redan med i tmpVisit och grafen har alltsd minst en cykel.
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Komplexitet

Vi gor foljande antaganden:
Lat mangderna visited och tmpVisit implementeras m.h.a. ett bindrt balanserat soktrad. Komplexiteten for

add(), contains() och remove() dr da logaritmisk i antalet element. Det maximala antalet element
visited kan innehalla dr |V|, samma sak for tmpVisit.

I isAcyclic sker som flest |V] iterationer.

I internalIsAcyclic sker som flest |E| iterationer. Vi dr dock garanterade att en kant bara kan gds ver en
gang.
Da summan av rekursiva anrop i internalIsAcyclic uppgar till (som mest) |E| och varje anrop utfor (som

mest) 2 contains() och 2 add() (alla fyra med vérstafallskomplexitet O(|V])) sa kommer komplexiteten hos
internalIsAcyclic vara O(E log V). Om origin inte har nagra utgdende kanter sa far vi O(log V).

Tack vare att varje kan bara kan besokas en gang s far vi en summa istéllet for en produkt i form av:

Den forsta termen nedan ir fallet da vi inte har nagra utgaende kanter. Den andra termen dr fallet da en
specifik nod har samtliga utgaende kanter i grafen.

Sammantaget: O(V1og V) + O(E log V) = O((E + V) log V).
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