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2023-08-16, 8:30-12:30.  

Ansvariga lärare: 
Emma Grunditz, ankn. 6010, besöker tentamen ca. 09:30 och 11:00 
Andrei Osipov, ankn. 5056, besöker tentamen ca. 09:30 och 11:00 
Examinator: Emma Grunditz 

Tillåtna hjälpmedel: 
(indexeringar och markeringar är tillåtna i Formelsamling samt tabellverk): 

- Chalmersgodkänd räknare 
- Tabellverk: Physics Handbook, Mathematics Handbook 
- Formelsamling: endast den som bifogas denna tentamenstes 

Betygsgränser (av maximalt 50 poäng): 
Betyg 3: 20 poäng 
Betyg 4: 30 poäng 
Betyg 5: 40 poäng 

Granskning: Tid och plats anslås på Canvas. 
Kom ihåg!  Rita tydliga figurer med referensriktningar och beteckningar. 

Glöm ej: enhet, dimensionskontroll, antaganden, motiveringar. 
Om uppgifter saknas i problemtexten, gör då själv rimliga antaganden. 

Uppgift 1 (6p) 

En rektangulär trådslinga med sidorna a och b ligger i xy-planet. Ett externt homogent magnetfält av 
formen 𝐵𝐵�⃗ = 𝐵𝐵𝑧𝑧 sin(𝜔𝜔𝜔𝜔 + 𝜙𝜙) 𝑧̂𝑧 +  𝐵𝐵𝑥𝑥 sin(𝜔𝜔𝜔𝜔) 𝑥𝑥� appliceras, där ω är vinkelfrekvens och t är tid.  

Bestäm uttrycken på magnetfälts amplituderna Bz, Bx och fasen ϕ så att den elektromotoriska kraften 
ℇ(𝑡𝑡) = ℇ0 cos(𝜔𝜔𝜔𝜔) induceras i slingan. 

Uppgift 2 (5p) 
En rektangulär magnetisk krets (se figuren) har ett luftgap med längd lg 
och en lindning med N varv med den elektriska strömmen I. Det Π-
formade segmentet (dvs allt förutom det nedre raka segmentet) har 
medellängden 3L och tvärsnittsarean S. Det nedre raka segmentet (det 
med luftgapet) har medellängden L (inklusive luftgapet lg) och 
tvärsnittsarean 2S. Magnetiska kretsen har relativa permeabiliteten μr. 
Förluster kan försummas, och magnetfältet kan antas vara homogent 
över varje tvärsnitt. 

Bestäm riktningen och storleken på den magnetiska fältstyrkan Hg i 
luftgapet. 
Ledning: man kan använda antingen reluktansmetoden eller Amperes 
lag med kontinuitet av magnetiska flöden vid gränserna mellan 
segmenten. Reluktansen för ett segment med längden l, tvärtsnittsarean 
S och permeabiliteten μ är ℛ = 𝑙𝑙

𝜇𝜇𝜇𝜇
. 

  



Uppgift 3 (4p) 
En regelbunden-oktagonformad trådslinga (dvs. alla 8 sidor har samma längd a) ligger i xy-planet och 
bär den elektriska strömmen I. Ett externt magnetfält 𝐵𝐵�⃗ = 𝐵𝐵0𝑧̂𝑧 appliceras. 
Bestäm vridmomentet 𝑇𝑇�⃗  på trådslingan. 
Ledning: Vridmomentet för en slinga med det magnetiska dipolmomentet 𝑚𝑚��⃗  i ett homogent 
magnetfält 𝐵𝐵�⃗  är 𝑇𝑇�⃗ = 𝑚𝑚��⃗ × 𝐵𝐵�⃗ . 

Uppgift 4 (10p) 

En separatmagnetiserad likströmsmaskin drivs av en batterispänning på 12 V via en ned-
spänningsomvandlare som levererar en medelspänning till ankarkretsen mellan 6-12 V. Maskinens 
märkdata är 𝑣𝑣𝑇𝑇,𝑚𝑚 = 16 𝑉𝑉, 𝑖𝑖𝑎𝑎,𝑚𝑚 = 12 𝐴𝐴, 𝑣𝑣𝑓𝑓,𝑚𝑚 = 15 𝑉𝑉, och dess parametrar är  𝑅𝑅𝑎𝑎 = 0,1 Ω,  
𝐿𝐿𝑎𝑎 = 0,2 𝑚𝑚𝑚𝑚, 𝜆𝜆 = 𝑘𝑘𝜆𝜆𝑖𝑖𝑓𝑓 = 0,1𝑖𝑖𝑓𝑓, 𝑅𝑅𝑓𝑓 = 20 Ω, 𝐿𝐿𝑓𝑓 = 0,4 𝑚𝑚𝑚𝑚, 𝐽𝐽 = 0,02 𝑘𝑘𝑘𝑘 𝑚𝑚2. Motorn driver en last vars 
lastmoment kan antas öka linjärt med hastigheten; 𝑇𝑇𝐿𝐿 = 𝑏𝑏𝜔𝜔𝑟𝑟 = 0,006 𝜔𝜔𝑟𝑟. 

a) Vid ett tillfälle matas fältkretsen med dess märkspänning och ankarkretsen matas med den 
ankarspänning som gör att lasten drivs vid ett så högt varvtal som möjligt.  
Beräkna arbetspunkten då motorn driver lasten, dvs. dess varvtal och vridmoment samt 
effektförlusterna i lindningen.        (3p) 

b) Genom att justera spänningen i fältkretsen kan maskinens moment varvtalskaraktäristik 
påverkas.  

i. Fältspänningen sänkts nu med 10%. Utgå från lämplig ankarspänning och rita motorns 
nya moment-varvtalskaraktäristik, och i samma figur, rita även dess moment-
varvtalskaraktäristik för driftfallet just innan fältspänningen sänktes, alltså skall totalt 
2 grafer ritas.         (1p) 

ii. För båda fallen i uppgiften ovan, beräkna de numeriska värdena på axlarna då 
karaktäristiken korsar axlarna, samt ange namnen för dessa.   (2p) 

iii. Motivera valet av ankarspänning för fallet i deluppgift i)    (1p) 
iv. Beräkna det högsta varvtalet som motorn kan driva lasten på utan att överskrida någon 

märkdata.         (1p) 
c) Ange vilka fyra huvudsakliga faktorer (både relaterade till design och drift) som påverkar hur 

stort vridmoment en separatmagnetiserad likströmsmaskin kan producera och förklara hur och 
varför faktorerna påverkar vridmomentet.       (2p) 

Uppgift 5 (6p) 

Likströmsmaskinen i uppgift 4 skall ström- och varvtals-styras, då den driver lasten. Lasten kan här 
betraktas som en förenklad representation av maskinens inre friktionsmoment. 

a) Välj lämpliga regulatorer (PI) och beräkna deras regulator-parametrar, så att ström-regleringen 
har en stigtid på 0,5 s och varvtalsregleringen en stigtid på 5 s. En fullständig härledning av 
regulatorerna behöver inte göras.       (2p) 

b) Utgå från de dynamiska ekvationerna (elektriska och mekaniska) som beskriver 
likströmsmaskinen i tidsplanet, och härled elmaskinens blockschema i s-planet.  (3p) 

c) Förklara varför det fungerar bra att ha en inre och en yttre reglerloop för att styra 
likströmsmaskinen.         (1p) 

  



Uppgift 6 (8p) 
Elmaskinen i uppgift 4 matas av ett batteri (12 V) enligt nedspänningsomriktarkretsen nedan. 
Omvandlarens switch och diod kan anses vara förlustfria. Maskinens mot-EMK, ea kan betraktas som 
omriktarens utspänning, där sambandet mellan maskinens varvtal och inspänning som funktion av duty 
cyclen (D) kan härledas till 𝜔𝜔𝑟𝑟

𝑉𝑉𝑑𝑑
= 𝐷𝐷
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a) Vad är maskinens ankarspänning om omvandlarens switch är på hela tiden, motivera ditt svar.

            (1p) 
b) Switchen i omvandlaren switchas nu med en periodtid på T med D=0,4. För en periodtid i 

stationärtillstånd, skissa: 
i. ankarspänningen vT(t) 

ii. spänningen över induktansen vL(t) 
iii. mot-EMKn ea(t) 
iv. inströmmen id(t) 
v. strömmen genom dioden, iD(t) 

vi. strömmen genom induktansen ia(t) 
Glöm ej att ange relevanta storheter på y och x-axlarna, och indikera när swtichen är på. 
Maskinens ankarresistans kan i denna uppgift försummas, dvs. Ra=0 och mot-EMKn kan antas 
konstant.           (3p) 

c) Inom det givna spänningsintervallet för ankarkretsens matning, kan maskinen driva lasten på 
varvtal mellan ca. 690-1380 rpm (med fältmärkspänning). Beräkna det lägsta värdet på 
switchfrekvensen, f=1/T, för att omvandlaren skall arbeta i CCM. Maskinens ankarresistans 
kan i denna uppgift försummas, dvs. Ra=0.      (4p) 

Uppgift 7 (8p) 

En asynkronmaskin matas med en 3-fas sinusformad växelspänning vars huvudspänning är 400 V 
(effektivvärde) och frekvensen är 50 Hz. Asynkronmotorn är Y-kopplad och har följande parametrar 
vid 50 Hz: Rs=1.33 Ω, Xs=2.54 Ω, Xm=42.4 Ω, X’r=2.54 Ω, R’r=1.24 Ω och märkvarvtal 961 RPM. 
Asynkronmotorn driver en last som har ett konstant lastmoment på 18 Nm. 

a) Bestäm maskinen polpartal, redovisa ditt resonemang.     (1p) 
b) Vid märkdrift, beräkna maskinens axeleffekt och utvecklade vridmoment.  (4p) 
c) För estimering av maskinens ekvivalenta kretsparametrar utförs vanligen tre tester, varav ett 

tomgångsprov (no-load test) och ett låst-rotor test (locked-rotor test). För var och en av dessa 
två nämnda tester, rita det approximativa ekvivalenta kretsschemat, och ange vilken/vilka 
kretsparameterar som avses estimeras med varje test. Motivera dina svar.  (3p) 

Uppgift 8 (3p) 

En 8-polig permanentmagnetiserad synkronmotor (PMSM) har parametrarna: Rs=0,2 Ω, Ld=1 mH, 
Lq=5 mH, länkat magnetflöde λm=130 mWb. Vid ett tillfälle arbetar motorn med följande driftstatus: 
strömvinkel β=131o, strömamplitud Imag= 120 A, motorhastighet nr=3000 rpm. 
Beräkna aktuell statorspänning (d- och q-del), utvecklat vridmoment samt verkningsgrad. (3p) 
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ŷ
ẑ
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Komplexa tal 

𝑍ଵ ൌ 𝑎 ൅ 𝑗𝑏 ൌ 𝑟ଵ∠𝜃ଵ ൌ 𝑟ଵ𝑐𝑜𝑠ሺ𝜃ଵሻ ൅ 𝑗𝑟ଵ𝑠𝑖𝑛ሺ𝜃ଵሻ där 𝑟ଵ ൌ √𝑎ଶ ൅ 𝑏ଶ och 𝜃ଵ ൌ 𝑡𝑎𝑛ିଵ
௕

௔

𝑍ଶ ൌ 𝑐 ൅ 𝑗𝑑 ൌ 𝑟ଶ∠𝜃ଶ ൌ 𝑟ଶ𝑐𝑜𝑠ሺ𝜃ଶሻ ൅ 𝑗𝑟ଶ𝑠𝑖𝑛ሺ𝜃ଶሻ där 𝑟ଶ ൌ √𝑐ଶ ൅ 𝑑ଶ och 𝜃ଶ ൌ 𝑡𝑎𝑛ିଵ
ௗ

௖
a och c är realdelen och b och d är imaginärdelen av de komplexa talen. 
𝑟ଵ och 𝑟ଶ är beloppet, modulen eller längden (radien) 
𝜃ଵoch 𝜃ଶ är vinkeln av de komplexa talen på polär form 
𝑍ଵ ൅ 𝑍ଶ ൌ 𝑎 ൅ 𝑐 ൅ 𝑗ሺ𝑏 ൅ 𝑑ሻ addition 

𝑍ଵ െ 𝑍ଶ ൌ 𝑎 െ 𝑐 ൅ 𝑗ሺ𝑏 െ 𝑑ሻ subtraktion 

𝑍ଵ
∗ ൌ ሺ𝑎 ൅ 𝑗𝑏ሻ∗ ൌ 𝑎 െ 𝑗𝑏 ൌ ሺ𝑟ଵ∠𝜃ଵሻ∗ ൌ 𝑟ଵ∠െ𝜃ଵ komplexkonjugat 

𝑍ଵ ∙ 𝑍ଶ ൌ ሺ𝑎 ൅ 𝑗𝑏ሻሺ𝑐 ൅ 𝑗𝑑ሻ ൌ 𝑎𝑐 െ 𝑏𝑑 ൅ 𝑗ሺ𝑎𝑑 ൅ 𝑏𝑐ሻ ൌ 𝑟ଵ∠𝜃ଵ ∙ 𝑟ଶ∠𝜃ଶ ൌ 𝑟ଵ ∙ 𝑟ଶ∠ሺ𝜃ଵ ൅ 𝜃ଶሻ 
𝑍ଵ
𝑍ଶ

ൌ
𝑎 ൅ 𝑗𝑏
𝑐 ൅ 𝑗𝑑

ൌ
ሺ𝑎 ൅ 𝑗𝑏ሻሺ𝑐 െ 𝑗𝑑ሻ
ሺ𝑐 ൅ 𝑗𝑑ሻሺ𝑐 െ 𝑗𝑑ሻ

ൌ
𝑎𝑐 ൅ 𝑏𝑑 ൅ 𝑗ሺ𝑏𝑐 െ 𝑎𝑑ሻ

𝑐ଶ ൅ 𝑑ଶ
ൌ
𝑟ଵ∠𝜃ଵ
𝑟ଶ∠𝜃ଶ

ൌ
𝑟ଵ
𝑟ଶ
∠ሺ𝜃ଵ െ 𝜃ଶሻ 

|𝑍| ൌ |𝑍∗| ൌ √𝑍𝑍∗ 

Andragradsekvationer 

𝑎𝑥ଶ ൅ 𝑏𝑥 ൅ 𝑐 ൌ 0 ⇔ 𝑥 ൌ
െ𝑏 േ √𝑏ଶ െ 4𝑎𝑐

2𝑎

Medelvärde 

Medelvärdet av en signal, 𝑥ሺ𝑡ሻ, över en period 
T definieras som  

𝑋௠௘ௗ௘௟ ൌ
1
𝑇
න 𝑥ሺ𝑡ሻ𝑑𝑡
௧బା்

௧బ

ൌ
𝐴
𝑇 tT T

A A

x(t) Xmedel

Medelvärdet är det konstanta värde som ger samma yta under grafen som signalen över en periodtid T.  
Några medelvärden av olika funktioner: 
ଵ

்
׬ 𝑎𝑑𝑡
௧బା்
௧బ

ൌ 𝑎 där a är en konstant 
ଵ

்
׬ Bcos ሺ𝜔𝑡 ൅ 𝜌ሻ𝑑𝑡
௧బା்
௧బ

ൌ 0 då 𝑇 ൌ ଶగ

ఠ
  ଵ

்
׬ Bsin ሺ𝜔𝑡 ൅ 𝜌ሻ𝑑𝑡
௧బା்
௧బ

ൌ 0 då 𝑇 ൌ ଶగ

ఠ
 

Effektivvärde, RMS (Root Mean Square) 
Effektivvärdet eller RMS‐värdet av en signal, 𝑥ሺ𝑡ሻ, över en period T definieras som  

𝑋ோெௌ ൌ ට
ଵ

்
׬ ሺ𝑥ሺ𝑡ሻሻଶ𝑑𝑡
௧బା்
௧బ

.  

Några effektivvärden, RMS‐värden av olika funktioner: 

ට
ଵ

்
׬ ሺ𝑎ሻଶ𝑑𝑡
௧బା்
௧బ

ൌ 𝑎 där a är en konstant 

ට
ଵ

்
׬ ሺBcos ሺ𝜔𝑡 ൅ 𝜌ሻሻଶ𝑑𝑡
௧బା்
௧బ

ൌ
஻

√ଶ
 då 𝑇 ൌ ଶగ

ఠ
  ට

ଵ

்
׬ ሺBsin ሺ𝜔𝑡 ൅ 𝜌ሻሻଶ𝑑𝑡
௧బା்
௧బ

ൌ
஻

√ଶ
 då 𝑇 ൌ ଶగ

ఠ
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Storhet  Beteckning  SI‐enhet  Förklaring 

Elektrisk laddning  q [C], [As]  Materia innehåller två typer av laddningar, positiva och 
negativa. Den minsta laddningen är elementarladdningen 
ൌ 1.6 ∙ 10ିଵଽ C   

Elektrisk ström  I, i [A]  Mäter flöde av laddningar 𝑖 ൌ 𝑑𝑞
𝑑𝑡ൗ

Elektrisk spänning  V, U, v, u [V]  Mäts mellan två punkter (= potentialskillnaden) 
= energi för att flytta en enhetsladdning mellan punkterna 
𝑣 ൌ 𝑑𝑊

𝑑𝑞ൗ

Energi  W [J], [Ws]  Förmåga att utföra arbete, 𝑊 ൌ  𝑃 𝑑𝑡׬
Effekt, aktiv effekt  P [W], [J/s]  Mäter energiflöde, 𝑃 ൌ 𝑣 𝑖 ൌ  𝑑𝑊 𝑑𝑡ൗ
Reaktiv effekt  Q [VAr]
Skenbar effekt  S [VA]
Resistans  R [Ω]  Motstånd mot ström 
Induktans  L [H]
Kapacitans  C [F]
Konduktans  G [S]  Ledningsförmåga, G=1/R 
Impedans  Z [Ω]  𝑍 ൌ 𝑅 ൅ 𝑗𝑋  
Reaktans  X [Ω]
Admittans  Y [S]  𝑌 ൌ 1/𝑍 ൌ 𝐺 ൅ 𝑗𝐵  
Susceptans  B [S]
Frekvens  f [Hz]
Vinkelfrekvens  ω [rad/s]  𝜔 ൌ 2𝜋𝑓  
Magnetiskt flöde 

𝛷  [Wb], [Vs]  Ett mått på totalt antal magnetiska flödeslinjer mellan två 
magnetiska poler  

Flödestäthet  
𝐵  [Wb/m

2
],

[T] 
Flöde per tvärsnittsarea ൌ 𝛷

𝐴ൗ

Elektromotorisk 
kraft, mmk  𝐹௠ ൌ 𝑁𝐼 

[At]  Ett mått på den magnetiska kraften som ger ett visst 
magnetiskt flöde 

Antal lindningsvarv  𝑁  [‐]  Antal lindningsvarv i en spole 
Länkat flöde 

𝜆 ൌ 𝑁𝛷 
Magnetiskt flöde som passerar genom en spole med N 
antal varav 

Reluktans  𝑅௠  [A/Wb]  Mått på magnetisk resistans i en magnetisk krets  
Permeabilitet  

𝜇 ൌ 𝜇଴𝜇௥  
[Wb/Am]  Materialets förmåga att leda det magnetiska flödet i en 

magnetisk krets 
𝜇଴ ൌ 4𝜋10ି଻  [Wb/Am]  Permeabiliteten hos vakuum  

Relativ 
permeabilitet  𝜇௥  

[‐]  Den relativa permeabiliteten hos ett material jämför med 
vakuum (luft) 

𝜇௥ ൌ 1  För luft  
𝜇௥ ൌ 4000  För elektriskt stål  
𝜇௥ ൌ 1000000  För metglas (tunn amorf metall) 
𝜇௥ ൌ 0.999994  För koppar  
𝜇௥ ൎ 1  För permanent magneter 
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Beräkning av ledarresistans 

𝑅 ൌ
ఘ∙௟

஺
 [Ω] där:  l är ledarens längd i km

A är ledararean i mm2  𝜌 är ledarens resistivitet 
För koppar ρcu=17,2 Ω mm2/km vid 20oC  För aluminium ρal=28,3 Ω mm2/km vid 20oC 

Ledarresistansens temperaturberoende är 𝑅் ൌ 𝑅்଴ሺ1 ൅ 𝛼ሺ𝑇 െ 𝑇଴ሻሻ [Ω] där 
𝑅் är resistansen vid temperaturen 𝑇  𝑅்଴ är resistansen vid temperaturen 𝑇଴ 
𝛼 är temperaturkoefficienten för ledarmaterialet 
För koppar 𝛼௖௨ ൌ 0,0039 /𝐾  För aluminium 𝛼௔௟ ൌ 0,0040 /𝐾 

Kirchhoffs strömlag, KCL 
Summan av alla strömmar som går in i en nod är lika med 
summan av alla strömmar som lämnar den. Exempel  𝐼ଵ ൅
𝐼ଷ ൌ 𝐼ଶ ൅ 𝐼ସ ൅ 𝐼ହ 

I1

I3

I2

I4

I5

Kirchhoffs spänningslag, KVL 
Summan av alla spänningar runt i en sluten slinga är noll. 
Exempel:  

𝑉ଵ െ 𝑍ଵ𝐼௔ െ 𝑍ଶሺ𝐼௔ െ 𝐼௕ሻ െ 𝑉ூ ൌ 0  +
-

Z1 I2Z2

V1 VI 

I1

+

-Ia Ib

Likström 

Ohms lag: 𝑈 ൌ 𝑅 ∙ 𝐼
R
u

i

-+
Effektutveckling i en resistans: 𝑃 ൌ 𝑈 ∙ 𝐼 ൌ

௎మ

ோ
ൌ 𝑅𝐼ଶ 

Parallellkoppling av n resistanser 
ଵ

ோ೐ೖೡ
ൌ

ଵ

ோభ
൅

ଵ

ோమ
൅. .൅

ଵ

ோ೙

R1 R2 Rn ↔ Rekv

För två parallellkopplade resistanser: 
𝑅௘௞௩ ൌ

ோభோమ
ோభାோమ

Seriekoppling av n resistanser 
𝑅௘௞௩ ൌ 𝑅ଵ ൅ 𝑅ଶ൅. .൅𝑅௡   R1 R2 Rn 

↔ 
Rekv 

För två seriekopplade resistanser: 
𝑅௘௞௩ ൌ 𝑅ଵ ൅ 𝑅ଶ  

Spänningsdelning, de n 
seriekopplade resistanserna delar 
på spänningen enligt: 
௩೔

௩೟೚೟ೌ೗
 ൌ

ோ೔
ோభାோమା..ାோ೙

ൌ
ோ೔
ோ೐ೖೡ

+
- vtotal 

v1 + -

R1 

vn + -
Rn 

v2 
+

-
R2 

Strömdelning, de n parallell‐
kopplade resistanserna delar på 
strömmen enligt: 
௜೔

௜೟೚೟ೌ೗
 ൌ

భ
ೃ೔

భ
ೃభ
ା

భ
ೃమ
ା..ା

భ
ೃ೙

ൌ
ோ೐ೖೡ
ோ೔

  

R1 R2 Rn 

i1 i2 in itotal 

För två: ௜భ
௜೟೚೟ೌ೗

ൌ
ோమ

ோభାோమ
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Induktans (transient)  Lagrad energi 𝑊௅ ൌ
ଵ

ଶ
𝐿𝑖ሺ𝑡ሻଶ 

Induktansens spänning ström karakteristik 
𝑣௅ ൌ 𝐿

ௗ௜ಽ
ௗ௧

Induktansen är strömtrög 

L1 

Ln 
L2 ↔ Lekv=L1+L2+..+Ln

Serie 
vL iL 

t

t

+

-

vL 

iL 

L

L1 Ln L2 ↔ = +..+1 1
Lekv L1

+ 1
L2

1
Ln

Parallell 

Kapacitans (transient)  Lagrad energi 𝑊஼ ൌ
ଵ

ଶ
𝐶𝑣ሺ𝑡ሻଶ 

Kapacitansens spänning ström karakteristik 
𝑖஼ ൌ 𝐶

ௗ௩಴
ௗ௧

Kapacitansen är spänningströg
=Cekv 

1C1 

Cn C2
↔ +..+1

C1
+ 1

C2

1
Cn

Serie 
iC vC 

t

t

+

-

vC 
iC 

C

↔ 
C1 Cn C2 

Cekv=C1+C2+..+Cn 

Parallell 

Inducerad spänning 

A

B

 
i

U

λ(t) 

e
 

Om spolens länkade flöde förändras 
skapas en inducerad spänning, e, i 
spolen 

𝑒 ൌ
𝑑𝜆
𝑑𝑡

Polariteten är sådan att den inducerade 
spänningen försöker driva en ström 
genom spolen som skapar ett 
magnetiskt flöde som motverkar 
flödesförändringen. 

Om vi applicerar spänningen u 
på spolen, så blir den 

𝑢 ൌ 𝑅𝑖 ൅ 𝑒 ൌ 𝑅𝑖 ൅
𝑑𝜆
𝑑𝑡

Där R representerar spolens 
lindnings‐resistans. 
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Stationär växelström, AC. jω‐metoden (den komplexa metoden) 

1. Omvandla spänningskällor och strömkällor till deras motsvarande komplexa visare med
längden lika med RMS-värdet (effektivvärdet):
𝑣ሺ𝑡ሻ ൌ 𝑉௧௢௣ sinሺ𝜔𝑡 ൅ 𝜃௩ሻ →  𝑉 ൌ 𝑉ோெௌ∠𝜃௩ där  𝑉ோெௌ ൌ 𝑉௧௢௣/√2
𝑖ሺ𝑡ሻ ൌ 𝐼௧௢௣ sinሺ𝜔𝑡 ൅ 𝜃௜ሻ →  𝐼 ൌ 𝐼ோெௌ∠𝜃௜ där  𝐼ோெௌ ൌ 𝐼௧௢௣/√2

2. Ersätt resistanser, induktanser och kapacitanser med deras respektive impedanser
𝑍ோ ൌ 𝑅
𝑍௅ ൌ 𝑗𝑋௅ där 𝑋௅ ൌ 𝜔𝐿 och ω=2πf

𝑍஼ ൌ െ𝑗𝑋஼ där 𝑋஼ ൌ
ଵ

ఠ஼

3. Använd:
𝑉 ൌ 𝑍𝐼 Ohms lag för växelspänning
KVL för komplexa spänningsvisare, 𝑉ଵ ൅ 𝑉ଶ൅. .൅𝑉௡ ൌ 0
KCL för komplexa strömvisare, 𝐼ଵ ൅ 𝐼ଶ൅. .൅𝐼௡ ൌ 0

4. Räkna därefter som om det var en likströmskrets med resistanser. Detta ger
spänningsvisarna och strömvisarna i kretsen

5. Om tidsfunktionerna av spänningar och strömmar söks, omvandla visarna till deras
respektive tidsfunktioner:
𝑉 ൌ 𝑉ோெௌ∠𝜃௩  →  𝑣ሺ𝑡ሻ ൌ √2𝑉ோெௌsin ሺ𝜔𝑡 ൅ 𝜃௩ሻ

𝐼 ൌ 𝐼ோெௌ∠𝜃௜  →  𝑖ሺ𝑡ሻ ൌ √2𝐼ோெௌsin ሺ𝜔𝑡 ൅ 𝜃௜ሻ

Effekt i ett element i en AC krets beräknas som 

𝑆 ൌ 𝑃 ൅ 𝑗𝑄 ൌ 𝑈 ∙ 𝐼∗  
där U är spänningsvisaren för spänningen över elementet och 𝐼∗ är komplexkonjugatet av strömvisaren för 
strömmen genom elementet. Nedan är 𝑈ோெௌ RMS‐värdet av spänningen över elementet och 𝐼ோெௌ  RMS‐
värdet av strömmen genom elementet. 

|𝑆| ൌ |𝑈||𝐼| ൌ 𝑈ோெௌ𝐼ோெௌ ൌ ඥ𝑃ଶ ൅ 𝑄ଶ [VA]  𝜑 ൌ 𝜃௩ െ 𝜃௜ ൌ 𝑐𝑜𝑠ିଵ
௉

|ௌ|
ൌ 𝑠𝑖𝑛ିଵ

ொ

|ௌ|
ൌ 𝑡𝑎𝑛ିଵ

ொ

௉
 [rad] 

𝑃 ൌ |𝑆| cosሺ𝜑ሻ ൌ 𝑈ோெௌ𝐼ோெௌ cos ሺ𝜑ሻ [W]  𝑄 ൌ |𝑆| sinሺ𝜑ሻ ൌ 𝑈ோெௌ𝐼ோெௌ sinሺ𝜑ሻ [VAr] 
cosሺ𝜑ሻ kallas effektfaktorn

𝑍 ൌ 𝑅 ൅ 𝑗𝑋  U=ZI 

|𝑍| ൌ ඥ𝑅ଶ ൅ 𝑋ଶ ൌ
|𝑈|
|𝐼|

ൌ
𝑈ோெௌ
𝐼ோெௌ

𝜑 ൌ 𝑐𝑜𝑠ିଵ
𝑅

|𝑍|
ൌ 𝑠𝑖𝑛ିଵ

𝑋
|𝑍|

ൌ 𝑡𝑎𝑛ିଵ
𝑋
𝑅
ൌ 𝜃௩ െ 𝜃௜ 

𝑅 ൌ |𝑍| cosሺ𝜑ሻ ൌ
𝑈ோெௌ
𝐼ோெௌ

cosሺ𝜑ሻ  𝑋 ൌ |𝑍| sinሺ𝜑ሻ ൌ
𝑈ோெௌ
𝐼ோெௌ

sinሺ𝜑ሻ 

För ett rent resistivt element 

𝑃 ൌ 𝑈ோெௌ𝐼ோெௌ ൌ
𝑈ோெௌ
ଶ

𝑅
ൌ 𝑅𝐼ோெௌ

ଶ  

𝑄 ൌ 0  

För ett rent induktivt element 
𝑃 ൌ 0  

𝑄 ൌ 𝑈ோெௌ𝐼ோெௌ ൌ
௎ೃಾೄ
మ

௑ಽ
ൌ 𝑋௅𝐼ோெௌ

ଶ   

För ett rent kapacitivt element 
𝑃 ൌ 0  

𝑄 ൌ െ𝑈ோெௌ𝐼ோெௌ ൌ െ
௎ೃಾೄ
మ

௑಴
ൌ െ𝑋஼𝐼ோெௌ

ଶ   
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En symmetrisk trefasspänning kan beskrivas som 
𝑣ଵሺ𝑡ሻ ൌ √2𝑉௙ sinሺ𝜔𝑡ሻ →  𝑉ଵ ൌ 𝑉௙∠0°  
𝑣ଶሺ𝑡ሻ ൌ √2𝑉௙ sin൫𝜔𝑡െ120°൯ →  𝑉ଶ ൌ 𝑉௙∠െ120°  
𝑣ଷሺ𝑡ሻ ൌ √2𝑉௙ sin൫𝜔𝑡െ240°൯ →  𝑉ଷ ൌ 𝑉௙∠െ240°  
där 𝑉௙ är fasspänningens RMS‐värde.  

En symmetrisk trefasström kan beskrivas som 
𝑖ଵሺ𝑡ሻ ൌ √2𝐼௙ sinሺ𝜔𝑡 െ 𝜑ሻ →  𝐼ଵ ൌ 𝐼௙∠ െ 𝜑  
𝑖ଶሺ𝑡ሻ ൌ √2𝐼௙ sin൫𝜔𝑡െ120° െ 𝜑൯ →  𝐼ଶ ൌ 𝐼௙∠ሺെ120° െ 𝜑ሻ  
𝑖ଷሺ𝑡ሻ ൌ √2𝐼௙ sin൫𝜔𝑡െ240° െ 𝜑൯ →  𝐼ଷ ൌ 𝐼௙∠ሺെ240° െ 𝜑ሻ  
där 𝐼௙ är fasströmmens RMS‐värde 

Fasspänningen mäts mellan en fas och neutralledaren, n, 
(nollan).  
Huvudspänning mäts mellan två faser, t.ex. 
𝑉ଵଶ ൌ 𝑉௛∠30° där 𝑉௛ ൌ √3𝑉௙ 
𝑉ଶଷ ൌ 𝑉௛∠ሺ30°െ120°ሻ  
𝑉ଷଵ ൌ 𝑉௛∠ሺ30°െ240°ሻ  

+-

V3

+-

+-

+- V2

+

-

V1

+

-

V12

+
-

V23

+
-

V31

+

-

n

L1

L2

L3

I1 

I2 

I3 

Total 3‐faseffekt beräknas generellt enligt 
𝑆 ൌ 𝑆ଵ ൅ 𝑆ଶ ൅ 𝑆ଷ ൌ 𝑃ଵ ൅ 𝑃ଶ ൅ 𝑃ଷ ൅ 𝑗ሺ𝑄ଵ ൅ 𝑄ଶ ൅ 𝑄ଷሻ 
där 1, 2 och 3 står för fas 1, 2 och 3. 

Total 3‐faseffekt beräknas i en symmetrisk krets som 
𝑆 ൌ 3𝑆ଵ ൌ 3 ∙ 𝑉ଵ ∙ 𝐼ଵ

∗ ൌ 3𝑃ଵ ൅ 𝑗3𝑄ଵ 
där 𝑆ଵ,𝑃ଵ,𝑄ଵ är skenbar, aktiv respektive reaktiv effekt för 
den beräknade fasen, fas 1. 

YD‐transformation 
För att få samma fasströmmar, I1, I2 och I3, med den Y‐
kopplade lasten, ZY, och med den D‐kopplade lasten, ZD, 
skall impedanserna förhålla sig som 
𝑍஽ ൌ 3𝑍௒  
För D‐kopplingen gäller |𝐼ଵ| ൌ 𝐼௙ ൌ √3|𝐼஽ଵ|  

ZY 

L1
I1 

L2

L3

I2 

I3 
ZY 

ZY 

↔ 

L1
I1 

L2

L3

I2 

I3 

ZD 

ZD 
ZD 

ID1 

ID2 

ID3 
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3‐fas växelspänning 

Vid beräkningar på symmetriska 3‐fas växelspänningskretsar behöver beräkningarna bara göras på en fas, 
fas 1. Kretsen kan beskrivas med en ekvivalent Y‐fas modell (omvandla D‐kopplade källor och laster till dess 
ekvivalenta Y‐kopplade motsvarigheter) och räkna på en fas med fasspänning och fasström enligt metoden 
ovan. Fasspänningar och strömmar för de två andra faserna fås genom att fasvridna de beräknade 
storheterna 120 respektive 240 grader.   



Transformatorn 

Enfastransformatorns ekvivalenta schema och den 
ekvivalenta Y‐fasmodellen av en trefastransformator är 

U2

Ideal transformator

U1

R0
'X0

'

U1
"

Xk
" Rk

"

+

-

+

-

+

-

I1 I2I2
'

N1 : N2

Där: U1 är fasspänning på primärsidan 
         I1 är fasström på primärsidan 
        U2 är fasspänning på sekundärsidan. 
         I2 är fasström på sekundärsidan. 

Transformatorns impedanser: 
X0’ är tomgångs reaktansen hänförd till primärsidan. 
      Den modellerar reaktiva tomgångsförluster. 
R0’ är tomgångs resistansen hänförd till primärsidan. 
      Den modellerar aktiva tomgångsförluster. 
Xk

´´ är serie reaktansen hänförd till sekundärsidan. 
      Den modellerar reaktiva belastningsförluster. 
Rk

´´ är serie resistansen hänförd till sekundärsidan.  
  Den modellerar aktiva belastningsförluster. 

Spänningsfallet i transformatorn beräknas som: 
ΔU=U1”‐U2 [V] 

Spänningsfallet kan approximeras som: 
∆𝑈 ൎ 𝑅"௞

௉మ
௎మ
൅ 𝑋"௞

ொమ
௎మ
 [V]

Basimpedansen för en transformator definieras som 

𝑍௕௫ ൌ
௎ಿೣ
మ

ௌಿ
 [Ω]  

där x står för vilken sida av transformatorn 

Belastningsgrad för parallellkopplade 
transformatorer 

𝑧௞௔
𝑆௔
𝑆ே௔

ൌ 𝑧௞௕
𝑆௕
𝑆ே௕

Den relativa impedansen beräknas som 𝑧 ൌ ௓ೣ

௓್ೣ

Ideal transformator 

Omsättning  ேభ
ேమ
ൌ

௎భ
௎భ
ᇲᇲ ൌ

ூమ
ூమ
ᇲ ൌ

௎ಿభ
௎ಿమ

  Impedans transformering ௓
ᇲ

௓ᇲᇲ
ൌ ቀ

௎ಿభ
௎ಿమ

ቁ
ଶ
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Likströmsmaskinen 

Likströmsmaskinens dynamiska ekvivalenta schema är 
(separatmagnetiserad maskin) 

ai

Tv

aR aL

ae





r

J
+

-fv





fi

fR

fL Te TL

Där: 𝑣்= Terminalspänning (ankarspänning) [V] 
  𝑖௔= Ankarström [A] 
 𝑅௔= Ankarresistans [Ω] 
 𝐿௔= Ankarinduktans [H] 

𝑒௔= motemk (inducerad spänning) [V] 
𝜆=Länkatflöde [Wb], [Vs] 
𝑣௙= Fältspänning [V] 
𝑖௙= Fältström [A] 
𝑅௙= Fältresistans [Ω] 
𝐿௙= Fältinduktans [H] 
𝜔௥= Rotorns vinkelhastighet [rad/s] 
𝑛௥= Rotorn varvtal [RPM] = 𝜔௥

଺଴

ଶగ
𝐽 = tröghetsmoment (inertia) [kgm2] 
𝑇ௗ௘௩ ൌ 𝑇௘= Vridmomentet DC‐maskinen 
producerar [Nm] 
𝑇௅= Lastmomentet [Nm] 
𝑃௠௘௞ ൌ 𝑇௘𝜔௥ ൌ Mekanisk axeleffekt [W] 

Dynamisk modell  Stationär modell (ௗ௫
ௗ௧
ൌ 0)   Olika magnetiseringssätt 

𝑣் ൌ 𝑅௔𝑖௔ ൅ 𝐿௔
ௗ௜ೌ
ௗ௧
൅ 𝑒௔  

𝑒௔ ൌ 𝜆𝜔௥  
𝑇௘ ൌ 𝜆𝑖௔  
𝐽
ௗఠೝ

ௗ௧
ൌ 𝑇௘ െ 𝑇௅  

𝑣௙ ൌ 𝑅௙𝑖௙ ൅ 𝐿௙
ௗ௜೑
ௗ௧

𝑣் ൌ 𝑅௔𝑖௔ ൅ 𝑒௔  
𝑒௔ ൌ 𝜆𝜔௥  
𝑇௘ ൌ 𝜆𝑖௔  
𝑇௘ ൌ 𝑇௅  
𝑣௙ ൌ 𝑅௙𝑖௙  

Separatmagnetiserad  𝜆 ൌ 𝑘𝑖௙ ൌ 𝑘
௩೑
ோ೑

Permanentmagnetiserad  𝜆 ൌ 𝑘  

Seriemagnetiserad  𝜆 ൌ 𝑘𝑖௔  

Shuntmagnetiserad  𝜆 ൌ 𝑘𝑖௙ ൌ 𝑘
௩೅
ோ೑

Reglering 

Block manipulation regel: 

F

G

+
+

-

H=
F

1+FG

H

Överföringsfunktionen för ett första ordningens system med förstärkning 1 skrivs 






s

H , tidskonstanten kan beräknas som 


 1
  och stigtiden 


)9ln(

rt
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Kraftelektronik 
Diod Switch (IGBT och MOSFET) 

blockar
leder

Dv
Di

Di

Dv off

on

C

SWi

SWv
SWv

SWi

Icke-negativ ström (en verklig transistor) 

Buck Boost 

1-kvadrant omriktare med likströmsmotor 2-kvadrant omriktare med likströmsmotor

+
-

+
-

DC maskin

sv

i

di

+
-

+
-

DC maskin

sv

i

di

4-kvadrant omriktare med likströmsmotor
"Fasben" 1 "Fasben" 2

( )sv t
dV

2

dV
2

dV
( )i t

En kraftelektronisk krets är I stationärtillstånd om 
efterföljande perioder är lika dana. D.v.s. om kretsen nått 
stationärtillstånd vid tiden t0, så skall följande gälla för 
vågformen x(t): 

𝑥𝑥(𝑡𝑡0 + 𝑛𝑛𝑛𝑛) = 𝑥𝑥(𝑡𝑡0) where 𝑛𝑛 = 1,2,3, . . .. 

För en induktans i stationärtillstånd gäller: 
 𝑣𝑣𝐿𝐿,𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 = 0 ⇒ 𝑖𝑖𝐿𝐿(𝑡𝑡0 + 𝑇𝑇) = 𝑖𝑖𝐿𝐿(𝑡𝑡0) 

För en kondensator i stationärtillstånd gäller: 
 𝑖𝑖𝐶𝐶,𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 = 0 ⇒ 𝑣𝑣𝐶𝐶(𝑡𝑡0 + 𝑇𝑇) = 𝑣𝑣𝐶𝐶(𝑡𝑡0) 

+
−

Load

+
−

+ −

vL

vL

vL
ea ea

ea

Te Teωr ωr

D2

D1 D3

D4

T1

T2

T3

T4
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Asynkronmaskin (AM), induktionsmaskin 

Ekvivalent kretsschema för en fas av asynkronmaskin i 
stationärtillstånd, matad med 3‐fas växelspänning till statorn 
som har frekvens 𝑓௦ och vinkelfrekvensen 𝜔௦. Rotorstorheter 
är transformerade till statorkretsen. 

+

-

Rs Ls L’r

Lm

ωr

R’r

R’r
1-s
s

sI


mI


rI '


sV


𝑃 antal poler 
𝑛௣ polpar‐tal ൌ 𝑃/2 

𝜔ୱ statorspänningens vinkelfrekvens [rad/s] =2𝜋𝑓௦ 
𝑛ୱ mekanisk synkron hastighet [RPM] =଺଴௙ೞ

௡೛

𝜔୰ rotorns elektriska vinkelfrekvens = 𝛺௥𝑛௣  
𝛺௥  rotorns mekaniska vinkelfrekvens [rad/s] 
𝑛௥  rotorns mekaniska hastighet (varvtal) [RPM] =ଷ଴

గ
Ω௥  

𝜔ୱ୪ rotor‐spänningens elektriska vinkelfrekvens  
𝜔ୱ୪ ൌ 𝜔௦ െ 𝜔௥ ൌ 𝑠𝜔௦ 

𝑉௦ሬሬሬ⃗  stator‐spänning (stationär AC i komplex form) 
𝐼௦ሬሬ⃗  stator‐ström (stationär AC i komplex form) 

𝑅௦ statorresistans, 𝑅´௥  rotorresistans 
𝐿௦ statorns läckinduktans 
𝐿௥  rotorns läckinduktans 
𝐿௠ magnetiseringsinduktans 

Eftersläpning (slip): 𝑠 ൌ ఠೞିఠೝ

ఠೞ
ൌ

௡ೞି௡ೝ
௡ೞ

 

Axeleffekt: 𝑃 ൌ 3
ଵି௦

௦
𝑅´௥|𝐼´௥|ଶ ൌ 𝑇 𝛺௥ ൌ 𝑇

ఠೝ

௡౦

Axel‐vridmoment: 𝑇 ൌ
௉೐
ఆೝ
ൌ

ଷ

ఆೝ

ଵି௦

௦
𝑅´௥|𝐼´௥|ଶ 

Last‐vridmoment: 𝑇௅ ൌ 𝑇௘ 
Statoreffekt: 𝑃௦ ൌ 3𝑅𝑒ቄ𝑉௦ሬሬሬ⃗ 𝐼௦∗ሬሬሬ⃗ ቅ 

Statorns lindningsförluster: 𝑃ோೞ ൌ 3𝑅௦ห𝐼௦ሬሬ⃗ ห
ଶ

Rotorns lindningsförluster: 𝑃ோೝ ൌ 3𝑅´௥ห𝐼´௥ሬሬሬሬ⃗ ห
ଶ

Luftgapseffekt: 𝑃ୟ୥ ൌ 3
ோ´ೝ
௦

|𝐼´௥|ଶ 

Start‐vridmoment (s=1): 𝑇 ,ୱ୲ୟ୰୲ ൌ
௉ೌ ೒

ఆೝ

Space vectors 

Tre‐fas till två‐fas transformation, stationärt koordinatsystem 
Transformera 3‐fas storhet sa, sb, sc till αβ 

𝑠௦ ൌ
2
3
𝐾 ൬𝑠ୟ ൅ 𝑠ୠ𝑒

௝
ଶగ
ଷ ൅ 𝑠ୡ𝑒

௝
ସగ
ଷ ൰ ൌ 𝑠ఈ ൅ 𝑗𝑠ఉ  

൤
𝑠ఈ
𝑠ఉ൨ ൌ 𝐾

⎣
⎢
⎢
⎡
2
3

െ
1
3

െ
1
3

0
1

√3
െ

1

√3⎦
⎥
⎥
⎤
൥
𝑠ୟ
𝑠ୠ
𝑠ୡ
൩ 

Amplitud‐invariant skalning: 𝐾 ൌ 1 ⇒ ห𝑥௦ห ൌ 𝑥ො௔ ൌ 𝑥ො௕ ൌ 𝑥ො௖  
RMS‐värde skalning: 𝐾 ൌ 1 √2⁄ ⇒ ห𝑥௦ห ൌ 𝑋௔,ோெௌ ൌ 𝑋௕,ோெௌ ൌ 𝑋௖,ோெௌ 
Effekt‐invariant skalning: 𝐾 ൌ ඥ3 2⁄ ⇒ 𝑝 ൌ 𝑢ఈ𝑖ఈ ൅ 𝑢ఉ𝑖ఉ 

Transformera αβ storhet 𝑠௦  
till 3‐fas sa, sb, sc  

൥
𝑠௔
𝑠௕
𝑠௖
൩ ൌ

1
𝐾

⎣
⎢
⎢
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⎡

1 0

െ
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√3
2

െ
1
2

െ
√3
2 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

൤
𝑠ఈ
𝑠ఉ൨

αβ till dq transformation, roterande koordinatsystem 

Transformera αβ storhet, 𝒔𝒔, till dq‐systemet, 𝒔  
𝑠 ൌ 𝑠ௗ ൅ 𝑗𝑠௤ ൌ 𝑠௦𝑒ି௝ఏ 

ቂ
𝑠ௗ
𝑠௤ቃ ൌ ቂ 𝑐𝑜𝑠𝜃 𝑠𝑖𝑛𝜃

െ𝑠𝑖𝑛𝜃 𝑐𝑜𝑠𝜃
ቃ ൤
𝑠ఈ
𝑠ఉ൨

Transformera dq‐storhet, 𝒔, till αβ‐systemet 
𝑠௦ ൌ 𝑠ఈ ൅ 𝑗𝑠ఉ ൌ 𝑠𝑒௝ఏ 

൤
𝑠ఈ
𝑠ఉ൨ ൌ ቂ𝑐𝑜𝑠𝜃 െ𝑠𝑖𝑛𝜃

𝑠𝑖𝑛𝜃 𝑐𝑜𝑠𝜃
ቃ ቂ
𝑠ௗ
𝑠௤ቃ

Transformations vinkeln, 𝜃, väljs så att rotorflödet hamnar i d‐riktningen.
Den momentana effekten i tre‐faser kan beräknas som 

𝑝ሺ𝑡ሻ ൌ ሺ𝑢ୟሺ𝑡ሻ𝑖ୟሺ𝑡ሻ ൅ 𝑢௕ሺ𝑡ሻ𝑖௕ሺ𝑡ሻ ൅ 𝑢௖ሺ𝑡ሻ𝑖௖ሺ𝑡ሻሻ ൌ
3

2𝐾ଶ ൫𝑢ఈሺ𝑡ሻ𝑖ఈሺ𝑡ሻ ൅ 𝑢ఉሺ𝑡ሻ𝑖ఉሺ𝑡ሻ൯ ൌ
3

2𝐾ଶ Re൛𝑢௦𝑖௦∗ൟ

ൌ
3

2𝐾ଶ Re൛𝑢𝑖∗ൟ 
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Permanent Magnetiserad Synkron-Maskin, PMSM 

Ekvivalent kretsschema i dq-systemet av PMSM i 
stationärtillstånd, matad med 3-fas växelspänning 
till statorn som har frekvens 𝑓𝑓𝑠𝑠 och 
vinkelfrekvensen 𝜔𝜔𝑠𝑠. Gäller för amplitud-invariant 
transformation: 

𝜔𝜔s statorspänningens vinkelfrekvens =2𝜋𝜋𝑓𝑓𝑠𝑠 
𝜔𝜔r elektrisk rotor-vinkelfrekvens [rad/s] =𝛺𝛺𝑟𝑟𝑛𝑛𝑝𝑝  
𝛺𝛺𝑟𝑟  mekanisk rotor-vinkelfrekvens [rad/s] 
𝑛𝑛s mekaniskt synkront varvtal [RPM] =60𝑓𝑓𝑠𝑠

𝑛𝑛𝑝𝑝

𝑛𝑛𝑟𝑟  mekaniskt rotorvarvtal [RPM] =30
𝜋𝜋
Ω𝑟𝑟  

𝜔𝜔s = 𝜔𝜔𝑟𝑟   och  𝑛𝑛s = 𝑛𝑛𝑟𝑟 
𝑛𝑛𝑝𝑝 polpartal 
𝑅𝑅𝑠𝑠 stator-resistans 
𝐿𝐿𝑠𝑠𝑠𝑠  stator-induktans i d-riktning 
𝐿𝐿𝑠𝑠𝑠𝑠 stator induktans in q-riktning 
𝜆𝜆𝑚𝑚 länkat flöde från rotormagneter 

𝑢𝑢𝑠𝑠 dq-stator-spänning =𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠 + 𝑗𝑗𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠 
𝑖𝑖𝑠𝑠 dq-stator-ström =𝑖𝑖𝑠𝑠𝑠𝑠 + 𝑗𝑗𝑖𝑖𝑠𝑠𝑠𝑠 

Statorspänning: 
 𝑢𝑢sd = 𝑅𝑅𝑠𝑠𝑖𝑖sd − 𝜔𝜔𝑟𝑟𝐿𝐿sq𝑖𝑖sq

 𝑢𝑢sq = 𝑅𝑅𝑠𝑠𝑖𝑖sq + 𝜔𝜔𝑟𝑟𝐿𝐿sd𝑖𝑖sd + 𝜔𝜔𝑟𝑟𝜆𝜆𝑚𝑚
 

Axel-vridmoment: 𝑇𝑇e = 3𝑛𝑛𝑝𝑝
2
�𝜆𝜆𝑚𝑚𝑖𝑖sq + �𝐿𝐿sd − 𝐿𝐿sq�𝑖𝑖sd𝑖𝑖sq� 

Last-vridmoment: 𝑇𝑇𝐿𝐿 = 𝑇𝑇𝑒𝑒 
Axel-effekt: 𝑃𝑃e = 𝑇𝑇e𝛺𝛺𝑟𝑟 = 𝑇𝑇e

𝜔𝜔𝑟𝑟
𝑛𝑛p

Stator-effekt: 𝑃𝑃𝑠𝑠 = 3
2
𝑅𝑅𝑅𝑅�𝑢𝑢𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠∗� = 3

2
(𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠𝑠𝑠 + 𝑢𝑢𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠𝑠𝑠) 

Statorns lindningsförluster: 𝑃𝑃𝑅𝑅𝑠𝑠 = 3
2𝐾𝐾2

𝑅𝑅𝑠𝑠�𝑖𝑖𝑠𝑠�
2

MTPA: 

�
𝑖𝑖sd = 𝐼𝐼𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 cos(𝛽𝛽)
𝑖𝑖sq = 𝐼𝐼𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 sin(𝛽𝛽) ⇒

cos(𝛽𝛽) = −
𝜆𝜆m

4�𝐿𝐿sd − 𝐿𝐿sq�𝐼𝐼𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚
− �

1
2

+ �
𝜆𝜆m

4�𝐿𝐿sd − 𝐿𝐿sq�𝐼𝐼𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚
�
2

𝐼𝐼𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚,𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟

= −
𝜆𝜆m

2�𝐿𝐿sd − 𝐿𝐿sq� cos(𝛽𝛽)

+ �
2

3𝑛𝑛p�𝐿𝐿sd − 𝐿𝐿sq� sin(𝛽𝛽) cos(𝛽𝛽)
𝑇𝑇e,ref + �

𝜆𝜆m
2�𝐿𝐿sd − 𝐿𝐿sq� cos(𝛽𝛽)

�
2

Batteri 

Ett batteri kan 
modelleras som: 

Ri 

Ei
+
-

+ -URi +
-
Ut

Ibatt För N st. serie-kopplade identiska celler är ekvivalent 
intern spänning och resistans: 
𝐸𝐸𝑖𝑖,𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 = 𝐸𝐸𝑖𝑖,1+𝐸𝐸𝑖𝑖,2 + 𝐸𝐸𝑖𝑖,3 + ⋯+ 𝐸𝐸𝑖𝑖,𝑁𝑁=NEi  
𝑅𝑅𝑖𝑖,𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 = 𝑅𝑅𝑖𝑖,1+𝑅𝑅𝑖𝑖,2 + 𝑅𝑅𝑖𝑖,3 + ⋯+ 𝑅𝑅𝑖𝑖,𝑁𝑁 = 𝑁𝑁𝑅𝑅𝑖𝑖 

För N st. parallell--kopplade identiska celler är 
ekvivalent intern spänning och resistans:  
𝐸𝐸𝑖𝑖,𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 = 𝐸𝐸𝑖𝑖,1=𝐸𝐸𝑖𝑖,2 = 𝐸𝐸𝑖𝑖,3 = ⋯ = 𝐸𝐸𝑖𝑖,𝑁𝑁 

𝑅𝑅𝑖𝑖,𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 =
𝑅𝑅𝑖𝑖
𝑁𝑁

𝐸𝐸𝑖𝑖  intern spänning, från kemisk reaktion 
𝑅𝑅𝑖𝑖 ekvivalent intern batteri-resistans 
𝐼𝐼𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 ström ut från batteriets terminaler 
𝑈𝑈𝑅𝑅𝑅𝑅  internt spänningsfall i batteriet=𝑅𝑅𝑖𝑖𝐼𝐼𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏
𝑈𝑈t terminal-spänning =𝐸𝐸𝑖𝑖 − 𝑅𝑅𝑖𝑖𝐼𝐼𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 
𝑃𝑃i effekt från kemiska reaktioner =𝐸𝐸𝑖𝑖𝐼𝐼𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏  
𝑃𝑃𝑢𝑢𝑢𝑢 batteriets ut-effekt =𝑈𝑈𝑡𝑡𝐼𝐼𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 
𝑃𝑃Ri effektförlust i batteriet =𝑅𝑅𝑖𝑖𝐼𝐼𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏2  
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