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Tentamentsskrivning i Matematisk Statistik MVEQ091

Tid: den 29 augusti, 2024, 08:30-13:30

Examinator och jour: Erik Broman, mob. 073 7320791,

Hjalpmedel: Typgodkidnd minirdknare, 4 A4-sidor egenhéndigt skrivna an-
teckningar (2 ark fram och bak eller 4 ark pa en sida) samt utdelade tabeller.

Tentamen bestar av 8 fragor om sammanlagt 50 poéng. Preliminéra betygs-
granser ar satta till:

betyg 3: 20 till 29.5 poang

betyg 4: 30 till 39.5 poang

betyg 5: 40 eller fler poéng.

OBS! Alla 16sningar skall vara vél redovisade, motiverade och fullstdndiga. Svar
skall ges pa enklast mdojliga form. Talen &r ej ordnade efter svarighetsgrad.

1. Lat X ha tathetsfunktion

f(x):Cx2f6r0§x§5

[\)
=

(a) Bestdm C' sa att detta verkligen &r en téathetsfunktion. (
(b) Lat Y = X3. Bestéim tiithetsfunktionen for Y. (
(c) Bestim E[(Y — 10)?].

©
CIRCH

L&sning;:

(a) Vi har att C' méaste uppfylla villkoret

5 375 1
1:/ Cxde:C|:x:| ZEC
0 31, 3

sd att C'= 3/125.

(b) Y kan anta vérden i intervallet [0,125]. Vi bestammer forst fordel-
ningsfunktionen

Fy(y) =P(Y <y) =P(X* <y)
y1/3 x3 y
=P(X <y'/?) :/ Cadr = — {} ==
0
for 0 <y < 125. Vi ser att

fr () = Fy(y) = 15 for y €[0,125

dvs Y é&r likformigt férdelad pé intervallet [0, 125].
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()

Vi har att
1 125 (y — 10)3 125
E[(Y —10)?] = — —10)%dy = |F——
(O =107 = 33 [ =100y [ - ]
115 (=10 1153 +10° 12175
— _ = = ~ 4
375 375 375 3 (~ 4058)

dér vi anvénde att Y ~U([0, 125]).

2. Herr K jobbar for séljforetaget SaljHets som séljer kompletta datasystem
till en mycket hog kostnad. Séljarna ringer till manga potentiella kunder,
men det ar sdllan som faktiska kontrakt skrivs.

SéljHets har olika nischer, och inom en specifik nisch har det sammanlagt
skett 2 forsédljningar de senaste 5 éren.

(a)

Vilj en lamplig modell for att modellera férsdljningarna inom ovan
ndmnda nisch. Skatta den ingdende parametern (eller de ingdende
parametrarna om det finns fler &n en) med hjilp av ovanstaende
data. (3p)

Herr K’s chef har i sin odndliga vishet satt malet att Herr K skall
genomféra minst 10 f6érséljningar inom denna nisch under néstkom-
mande ar. Berékna (sa bra det gar) sannolikheten for att detta skall
ske. (3p)

Lo6sning:

(a)

Vi har har att géra med en Poisson-process. Detta kan inses da vi
betraktar antal hidndelser under en viss tidsrymd. Alternativt kan
man forsta fran texten att forséljarna gér manga forsok som alla har
véldigt liten chans att lyckas. Dvs, man har en Binomialférdelning
med stort n och litet p som man kan Poissonapproximera.

Vi har alltséd en Poisson-process med parameter « forsaljningar per
ar. Antalet forsaljningar under fem &r blir darfor Poisson-fordelat
med parameter A = 5a.. Data ger skattningen

. i . 2

Alx) = 2 88 att a(x) = 5
Slutsatsen blir att vi modellerar att antalet forséljningarna sker enligt
en Poisson-process med intensitet o = 2/5 forsdljningar per ar.

Sidokommentar: Man kan tycka att en enda datapunkt (2 forsélj-
ningar pa 5 ar) ar for lite, men detta &r missvisande. I sjilva verket
har man ju samlat in data 6ver en ganska lang period, ndmligen 5 ar.
Man har alltsd mer &n bara en datapunkt.
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(b) Om
X = antalet forséljningar per ar

har vi att X ~Poi(2/5). Vi s6ker sannolikheten

© k 10
P(X > 10) = Z %672/5 ~ %672/5(@ 2.1071)
k=10 ’ )

dar approximationen kan motiveras med att

(2{51)?11 672/5 _ 2 B 2

<2{g§10672/5 ~5-11 55

s& att ndsta term ar mycket liten jamfért med den forsta.

3. Jons-Harald singlar slant och betraktar tva slumpvariabler X, Y. Han de-
finierar X till att vara antalet “heads” (krona) han far pa de tva forsta
singlingarna, och sedan definierar han Y till att vara antalet singlingar
som kravs till och med forsta kronan.

(a) Bestiam den gemensamma tathetsfunktionen for X, Y. (5p)
(b) Bestdm Cov(X,Y), dvs kovariansen f6r X och Y. (3p)
Losning:

(a) Vi har att X € {0,1,2} medans Y € {1,2,...} (dér i sjdlva verket
Y ~ Geom(1/2). Vi observerar att om Y > 3 si méste X = 0 (om
den forsta kronan kommer péa tredje singlingen eller senare méaste ju
de tva forsta ha varit klave) s& att

P(X=0,Y=k=PY =k)=1-p)llp=27F
for k > 3. Vi observerar sedan att
PX=0,Y=1)=P(X=0,Y=2)=0

eftersom om Y = 1,2 s& &r ju minst ett av de tva forsta kasten H.
Pa liknande sitt ser vi att

P(X =1,Y =2) =0.

Vi observerar nu att det bara ar ett fatal fall kvar och dessa kan vi
berdkna explicit. Vi har att

att
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att 1
]P’(X:27Y:1):p2:1.

Sammanfattningsvis far vi alltsa att

IP(X:I,Y:1):P(X:l,Y:2):]P’(X:2,Y:1):i
medans
PX=0Y=k=PY=k=(1-pr 'p=27F
for k > 3.

(b) Vi har att
Cov(X,Y) = E[XY] - E[X|E[Y] = E[XY] — 12 = E[XY] — 2
eftersom E[X] = 1 och att E[Y] = 2 (d&r vi anvinde vara kunskaper
om geometriska fordelningar). Vidare &r

2 oo

EXY] =) Y IkP(X =1,Y = k)

=0 k=1
=1-1-P(X=1,Y=1)41-2P(X =1,Y = 2)

+2-1P(X =2,V =1)4+0-kY P(X =0,Y =k)

k=1
_1.2.2.5
T4 44 4
sa att 5 3
Cov(X, V)= —2=-=Z
ov(X,Y) 1 1

4. Lat X ha tathetsfunktion

flx)= 22ze ™ for 0 < 2 < 0o

dar A > 0.
(a) Bestim den momentgenererande funktionen for X?2. (3p)
(b) Vilken férdelning har X2? (2p)
Losning;:

(a) Vi har att
Mx2(t) =E [eth} = / f(x)e’”ztdm = / ze ety
0 0

o0 (t=N)z2 ]
= / AzetN7 gy — A € A
0 0

t—\ Tt

for —oco <t < .
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(b) Vikédnner igen fran uppgift (a) att Mx=2(t) &r den momentgenereran-
de funktionen fér en Exp(1/\) fordelad slumpvariabel. Dvs X2 ~Exp(1/)).

5. En rektangel har sidor X,V dér X,Y ~ U([0,v/8]) och X,Y ir oberoen-
de. For att skatta parametern 6 tas ett stickprov bestaende av n stycken
rektanglar, dér den forsta har sidlangder X; och Y7 och s& vidare fram
till rektangel nummer n som har sidlingder X, och Y,,. Alice vill anvin-
da dessa stickprov for att skatta parametern 6. Efter en lang betédnketid
kommer hon fram till tva kandidater for skattare. Dessa &r

é14X~Y4<;zn:Xk> ( ZYk>

och

Alice antar att X1,...,X,,Y7,...,Y, alla i oberoende (och s& klart med
ovan angivna fordelning U ([0,v/0)]).)

(a) Hjilp Alice att kolla huruvida hennes skattare &r vintevirdesriktiga
(VVR) skattare av 6. (4p)

(b) Alice far 3 rektanglar med foljande sidlangder

k|1 2 3

x| 1.63 | 1.81 | 0.25
yr | 1.83 ] 1.26 | 0.20

Tabellen skall lasas sa att x1 = 1.63 etc. Vilka virden far Alice pa
sina skattare for 67 (2p)

Losning:

(a) Vi har att
—ml( ) (350)
e[t n]e[ixx

— 4E[X,|E[V;] = 4££ 6

)

sa att 91 ar VVR. Héar anviande vi oberoende i den andra likheten
och standardrékningar f6r den tredje och fjirde.
Vidare géller att

E[ég}EliZXkYk - Z (X4 Yi]
fZEXk V3] = iy @@:9,
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s att dven o ir VVR. Hér anviinde vi oberoende i den tredje likhe-
ten.

(b) Med data har vi att
AT -7 ~ 5.40

och att
47y ~ 7.08.

6. Sonderfallstiden for en viss radioaktiv isotop anses vara exponentialférde-
lad med parameter A. Vid ett experiment vill man férsoka hitta viardet pa
A och i detta experiment gav n = 500 matpunkter att den genomsnittliga
sonderfallstiden var 2.9 ms (millisekunder).

(a) Hitta ett 99% tvasidigt konfidensintervall for A. (6p)

(b) Man onskar veta vad A r med en felosidkerhet pa hogst 1 us (mikrose-
kund). Baserat pa vad du gjorde i (a), hur ménga métvirden skulle
du tro behovs for att fa fram en sddan felosidkerhet (med samma
konfidensgrad som i (a))? (2p)

L&sning;:
(a) Lat Xi=sonderfallstiden for atomkirna nummer k. D& n &r stort kan
vi anvinda CGS (Centrala GransvéirdesSatsen) for att se att

)y,

n

1
X = ZxkéN(E[Xl]
n
k=1

n

Vidare har vi att d& X7 ~ Exp(A) sa géller att
E[X;] = X och att Var(X;) = \?

sa att

Vi ser da att (med Z ~ N(0,1))

X -2
0.99=P(—258<Z<258) =P (—2.58 <Vn S 2.58)

X -
A

~P (—2.58 <+vn < 2.58> =P (—2.58)\ <X-)2< 2.581

- A - A
=P X —-258— <A< X +258—
(-2 crew )
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s ett 99% numeriskt K.I. for A blir da (med A = T),

T 2.9
Iy =T+ 258 — ~ 2.9+ 258 ~ [2.57,3.23]

Vn V500
dar enheten ar ms.

Vi vill alltsd ha ett 99% K.I. med bredd hogst 2 pus (1 ps “4t vardera
hall”). Enligt (a) blir halva bredden ca

2.9
2.58—

Vn
och om man antar att ett nytt medelvirde vid nya métningar inte
dramatiskt kommer avvika fran det vi fick i var férsta métserie, skall
vi 16sa ekvationen

2.
2.58—9 =0.001l =n= (

N

2.9-2.58

2
~ 24.
0.001 ) 559803

7. Carl &r lite av en pedant som anser att om det i affaren star att bullen
véiger 60 g, sa skall den ocksa gora det. Den skall inte vdga mer, och inte
heller mindre. Atminstone inte i genomsnitt. Carl antar att vikterna &r
normalférdelade med parametrar y, 0? och vill nu se om u = 60, dvs han
vill testa

Ho: p=60
Ha: p#60.

Carl kopte darfér 100 bullar och vdgde dem. Datan visade att samplings-
medlet T blev 59.6 (g) och att samplingsvariansen s2 blev 2.9 (g2).

(a)

(b)

Hitta en lamplig test-statistika och anvénd data ovan for att berdkna
p-viardet av testet. Genomfor testet pa signifikansnivan o = 0.01.
(4p)

Vad &ndras om Carl fran borjan istdllet hade misstdnkt att bagarna
forsokte spara lite av mjolet for att pa si sétt tjina en extra slant?

(1p)

Losning:

(a) Detta ar en standardmissig situation och test-statisktikan vi skall

anvinda ar L
X —60 g,

T = SVI00 £(99).

Antalet frihetsgrader &r hér sa hogt att vi kan approximera fordel-
ningen med N(0, 1). p-virdet ges av

p-virde = 2P(T(X) > |T(z)| |Ho sann)
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och vi har i detta fall att
T — 60 59.6 — 60
T(x) = = ~ —
s/4/100 v2.9/10

Vi far alltsé att (med Z ~ N(0,1))

p-virde = 2P(Z > 2.35) ~ 2(1 — 0.991) = 0.018.

Da p-vardet overstiger signifikansnivan forkaster vi inte Hy.
(b) Om Carl istéillet hade haft Hq: p < 60 s& hade

p-virde = P(T(X) < T'(x) |Hp sann) = P(Z < —2.35) ~ 0.009
och han hade da forkastat Hy till forman for H 4.

8. Nagra forskare vill underscka huruvida halten av Thorium &kar konduk-
tiviteten i en kopparledning. De blandade déarfér ihop nagra legeringar av
koppar och Thorium med féljande resultat:

Halt Thorium (ppm): [ 10 20 40 60 80 120
Konduktivitet (S/m): | 170 127 172 305 212 402

Forskarna antar ett linjart samband mellan halten Thorium och konduk-
tiviteten pa formen y = a + bx. Data kan sammanfattas med att

Sye = 8350, S, = 18280 och att Sy, = 53095

(a) Skatta parametrarna a,b. (1p)

(b) Om man istédllet hade blandat i motsvarande méngd plutonium si
vet man att parametern b i det fallet &r 2. Testa pa signifikansnivan
5% huruvida (i fallet med Thorium) man far en legering som leder

béttre &n om man anvint plutonium. (4p)
(¢) Berékna forklaringsgraden. Verkar modellen rimlig? (1p)
L&sning;:

(a) Vi har att

b= “S%y ~2.19 och att 4 =7 — bz ~ 111.
(b) Vi skall alltsa testa
HO : b=2
Hy: 5>2

Vi har att
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dar by = 2. Vi anvander darfor test-statistikan

b—2 Ho
T=—"—-""04@1),
ST/VSQZ'QZ‘ ()
dar
1 n
2 _ — )2~ 39
Sp = ——5 ) (yr —§)" = 3269

k=1
sa att S, ~ 57.2.

Vi forkastar Hy till forman for H 4 ifall test-statistikan antar stora,
positiva virden. Vart kritiska omrade fér 7" blir dérfor [to.05(4), o0)
dér tg.05(4) ~ 2.13 enligt tabell. Insatta data ger

219 —2
57.2/+/(8350)

Vi kan dérfor inte forkasta Hy pa signifikansnivan 0.05.

T(y)

Forklaringsgraden blir

S 2
R2=_"" 0754
Szz - Syy
vilket inte dr jattebra, men inte heller nadgon katastrof. Modellen ver-
kar hygglig, men sa klart beh6vs mer data.



