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Tentamentsskrivning i Matematisk Statistik MVE091/MVE090

Tid: den 15 april, 2025, 08:30-13:30

Examinator och jour: Erik Broman, mob. 073 7320791,

Hjalpmedel: Typgodkind minirdknare, 4 A4-sidor egenhéndigt skrivna anteck-
ningar (2 ark fram och bak eller 4 ark pa en sida) samt utdelade tabeller.

Tentamen bestar av 7 fragor om sammanlagt 50 podng. Preliminéra betygsgran-
ser ar satta till:

betyg “3”: 20 till 29 poing

betyg “4”: 30 till 39 poéng

betyg “5”: 40 eller fler poéng.

OBS! Alla 16sningar skall vara vél redovisade, motiverade och fullstdndiga. Svar
skall ges pa enklast mdjliga form. Talen &r ej ordnade efter svarighetsgrad.

Foljande formler kan eventuellt vara till nytta:

N n(n+1) "\, n(n+1)(2n+1)
Zz- 5 och ;z = 5

1. Betrakta en helt vanlig kortlek. Herr L66f drar slumpmaéssigt fem kort ur
leken.

(a) Hur ménga kombinationer av fem kort finns det? P& hur ménga sétt

kan Herr Loof dra fem kort ur leken som alla &r spader? (2p)
(b) Vad é&r sannolikheten att Herr Loof far exakt tre kungar bland de
fem korten? (2p)

(c) Antag att det forsta kortet som Herr Loof drog var spader Kung.
Vad &r nu sannolikheten att han far exakt tre kungar bland de fem
korten? (2p)

Losning:

(a) Vi har 52 objekt att vélja mellan varav 13 &r spader. Herr Loofs
hand bestar av fem kort s& det totala antalet hander ar darfor (552)

och antalet hdnder som bestar av fem spader &r (153).

(b) Det finns fyra kungar, s& antalet sitt man kan vélja tre av dem &r
(g) De tva resterande korten kan sedan viljas hur som helst av de
aterstdende 48 korten (kom ihag att den sista kungen inte far bli
vald!). Detta kan ske pa (428) sétt. Det finns alltsa

()(2)
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hénder med exakt tre kungar och den s6kta sannolikheten blir dérfor
4\ (48
() (%)
52
(5)
(¢c) Om det forsta kortet dr en kung sa aterstar 51 kort varav tre &r

kungar. Exakt tva av dessa skall viljas vilket kan ske pa (3) sitt

medans de tva aterstaende korten kan véljas pa (428) sétt, precis som

i foregiende uppgift. Den sokta (betingade) sannolikheten blir darfor
3\ (48
()(%)
51
()

dar (541) ar antalet sitt man kan vélja de fyra aterstdende korten.

(~ 0.0017)

(~ 0.0135),

2. Lat X vara en slumpvariabel med tathetsfunktion
fx(@)=Czx(l—z)for 0 <z <1.

(a) Bestdm konstanten C s& att detta verkligen blir en tathetsfunktion.
(2p)

(b) Beridkna P(X > 1/3). (2p)

(c) Berdkna sannolikheten att X € [1/4,3/4] givet att X > 1/4, dvs

1 3 1
- < < - >— .
IED(4X4‘X4)

(d) Berikna E[X™] for alla heltal n > 1. (2p)
L&sning;:

(a) Vi har att C' maste uppfylla

! 2 28! 1 1 C
1= 1— = _—— — = _ — = = —
/0 Cx(1 — z)dz 0{2 3}0 C’<2 3) 5

s& att C = 6.
(b) Vi har att

P(X >1/3) = /1/3 6x(1 — z)dx

22 237! 1 1 1 1 20
—e|L T (o)==
2 3], 2 3 18 ' 81 27
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(¢) Vi har att

1
Pl-<XK
(4 a
Vi ser att

1 1 1/4
P(Xz):l-P(Xg):l—/ 6x(1 — z)dx
4 4 o

2 371/4
11 5 o1
:1—6{562—563} :1—6<—):1—:

och pa liknande séatt

(d) Vi har att

1 1
E[X"] = / 62" x(1 — z)dx = 6/ 2" — g2y
0 0

2 n+3 7l 1 1 6
= 6 — = 6 — e .
{n—i—? n+3]0 <n+2 n+3) (n+2)(n+3)
3. Lat (X,Y) ha gemensam téathetsfunktion
1

fX,Y(k’n) = IN

for1<k<Nochne{k—1k+1}.

(a) Bestdm marginaltathetsfunktionerna for X respektive Y. (4p)
(b) Berékna Cov(X,Y’), dvs kovariansen mellan X och Y. (4p)

Lo6sning:
(a) Vi har att

1 ..,
fx(k) = fxy(k k=1)+fxy(kk+1) = 2NN fork=1,....N
s& att X &r likformigt fordelad p4d méngden 1,2,..., N.

Vidare ser vi att Y alltid antar ett vdrde som &r antingen 1 mer &n
X eller 1 mindre och dirmed har vi att Y € {0,1,..., N, N+1}. Om
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Y ligger “néra kanten”, dvs om Y € {0,1, N, N + 1} s& kan X bara
ha antagit ett enda virde, men om istéllet Y € {2,..., N —1} si kan
X ha antagit ett av tva mdjliga virden. Darfor blir

och pa samma sétt far vi att

fr(H)=PY =1)=PX=2Y=1)=
=P(X=N-1,Y=N)=P(X=N,Y=N+1).
Forn € {2,...,N — 1} ser vi att istéllet

1 1
fr(n)=PX=n—-1Y=n)+PX=n+1Y =n) _2ﬁ N
(b) Vianvéinder uttrycket Cov(X,Y) = E[XY]—E[X]E[Y] dér vi har att
E[X] = ¥ da X &r likformigt fordelad pa méngden {1,2,..., N}.
P4 liknande siitt kan man se att dven E[Y] = M ay symmetrl—skal
Dessutom har vi att

E[XY]

k(k+1)IP’(X:k,Y:k+1)+k(k—1)IP’(X:k,Y:k—1)

MZ =

k(k +1) + k(k — 1))

i N(N +1)(2N +1)

1
— 2N 6

k
_ (N4 DN +1)
6

s& att till slut

—

Cov(X,Y) = E[XY] — E[X|E[Y]
_(N+1)EN+1) <N+1>2 _ N1

6 2 12

4. Ett mekaniskt system fallerar efter en slumpméssig tid 7" som anses vara
exponentialférdelad med parameter S > 0.

(a) Beriikna felintensiteten for 7' med hjilp av sannolikhetstétheten {or
T. (OBS, ange inte bara svaret ifall du rakar ha det pa din lapp) (2p)
(b) Forklara eventuella brister med modellantagandet, dvs att T 4r ex-
ponentialférdelad med parameter 5 > 0. (1p)

Losning;:
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(a) felintensiteten ges av

frt) _  fr()
Rp(t) 11— Fr(t)

pr(t) =
dar fr(t) = %e_t/ﬁ for t > 0. Dessutom &r
t t 1 t
Fr(t) = / fr(s)ds = / e 3/Bds [675/5} =1—e Y5,
0 o B 0
s& att

O L
pT(t) - 1 —FT(t) - e_t/B - Ba

for t > 0.

(b) Problemet &r att intensiteten #r konstant. Déarmed reflekterar den
inte att systemet slits eller eventuellt har tillverkningsbrister som
gor att den kan ga sénder snabbt.

5. Betrakta en slumpvariabel X med téathetsfunktion

2

x x ..
fx(z) = geXp (—20) for x > 0,

dér a > 0 ar en parameter.

(a) Bestdm momentskattaren (MME:n) for a. (4p)
(b) Bestdm maximum likelihood skattaren (MLE:n) for a. (4p)
Losning:

(a) Enligt momentmetoden skall vi berdkna viantevirdet av X. Man kan
identifiera att detta dr en Weibull-fordelad férdelning med o = 1/a
och 8 = 2 (notation fran foreldsningarna). Enligt foreldsningen &r da

E[X] = a YPT(1 4+ 1/8) = Val'(3/2).

Alternativt kan man gora som f6ljer. Observera att

<z z?
E[X] = — ——)d
[X] /0 xaexp( 2@) x
.%'2 0 S] 1‘2 oS] 1‘2
= [—xexp (_QQ)] +/ exp (_2a> dm:/ exp (_2a> dz.
0 0 0

Den sista integralen kan vi rdkna ut implicit. Vi har ju att

1 o x? /21 [ x?
2no /_Oo P ( 202> v To /0 P ( 202) “
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s vi ser att

E[X] = /Ooo exp (-i) dz = \/a\/j

Momentmetoden sager da att vi skall ansdtta ekvationen

_ 92
X =V~ saatta=—-X,
2 s

blir vir momentskattare. Den forsta metoden (Weibull) ger
a=T(3/2)2X",

vilket sa klart ocksa ger full poéng.
(b) Vi bérjar med att beridkna likelihooden:

n X X2 - n n X2
L(a) = ijexp <—2§> =a" (HXk> exp (— Z;) :
k=1 k=1

och bildar sedan log-likelihooden:
l(a) =log L(a) = —nlog(a) + I;log(Xk) ~ 5 ;Xk.

Vi ser da att .
n 1
I'a)=——4+-— Y X}
0=+ 5 ¥

och att

n

" _n 1 2

k=1
Ekvationen ['(a) = 0 ger oss 10sningen

i— - f: X
T 2n — k
och stoppar man in detta i yttrycket f6r I”(a) sa ser vi att
) n 1 < 1 nooX? n
l//(a):d—zfﬁg)(,%: o <nm> =2 <0,
sa vi har hittat ett maximum.

6. En sjo ligger i ndra anslutning till ett omrade som nyligen haft ett utslapp
av det giftiga d&mnet PFAS. Omradet har tidigare drabbats av PFAS ut-
slapp, och nu undrar man hur detta senaste utsldpp har paverkat halten
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PFAS i fiskar som bor i sjon. Vid métningar som genomférdes innan det
senaste utslédppet sd var den genomsnittliga koncentrationen PFAS 27.3
ng/kg (nanogram per kilogram).

Man tar ett stickprov (av storlek n = 8) som man antar kommer fran en
normalférdelning med oként vantevirde p. Vérdet pa standardavvikelsen
o = 1.2 anses vara ként baserat pa éldre métningar fran samma sj6. Data
blev som foljer

Fisk nr: 1 2 3 4 5 6 7 8
Halt PFAS (ng/kg): 29.5 28.8 26.7 289 29.3 27.7 28.6 28.3

(a) Testa pa signifikansnivan 0.05 huruvida halten PFAS har okat. Ange
tydligt nollhypotes och alternativ hypotes. Vad blir p-virdet av ditt

test? (4p)

(b) Om den korrekta halten &r p = 28.3 ng/kg, vad blir da styrkan av

ditt test? (3p)

(¢) Verkar antagandet att o = 1.2 korrekt? Svara genom att hitta ett

95% konfidensintervall for o och tolka detta. (3p)
Losning:

(a) Vi betraktar hdr hypoteserna

H() NVES 27.3
H, p>27.3.

En lamplig test-statistika blir

_Y—,U,O Y—273H0N

T= = 0,1).
o/vn 1.2//8 (0.1)
Data ger att T = 28.475 och déarmed blir
T —27.3

-virde =P (T > ———
b ( T 1.2/V8

Da detta ar langt under a = 0.05 sa forkastar vi Hy till forméan for
H, pa denna signifikansniva.

) ~P(Z>277)~1-0.9972 = 0.0028.

(b) For att berdkna styrkan méste vi borja med att hitta forkastningsom-
radet. Vi har hir att RR = [1.645, 00) da vi forkastar Hy till férmén
for Hy ifall test-statistikan T antar ett for stort, positivt virde och
d& 0.05 = P(T > 1.645). Styrkan ges sedan av

> 1.645

1.2/v/8 ~

P (X > 9273+ 1.6451'2> =P (X — 283 > 27.3 — 28.3 + 1.645)
V8 1.2/4/8 1.2//8

~P(Z > —0.712) = P(Z < 0.712) ~ 0.76.

X —21.
P(T € RR|p = 28.3) :IP( 73 )
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(c) For ett konfidensintervall fér o2 anviinds referensvariabeln

(n—1)s?

2
R = 2 ~ Xn-1-

g

Ett 95% K.I for o2 ges dérfor av uttrycket (anviind tabell!)

(n—1)s? (n—1)s? 5 (n—1)s?
95=P(169< —— <1 =P(———< < —.
0.9 ( W= =1 6 7 =169

Data ger att 52 ~ 0.831 s& ett 95% numeriskt K.I. for o2 blir dérfor

(n—1)s* (n—1)s?
I,z = ~ [0.3634, 3.4408|.
2 { 6 ' 160 [0.3634, 3.4408]

Fran detta far vi ett 95% numeriskt K.I. f6r o som f6ljer
I, ~ [v/0.3634, \/3.4408] ~ [0.61,1.85].

Da o = 1.2 tillhér konfidensintervallet sa verkar det inte orimligt att
o=1.2.

7. Nagra forskare trodde att hérdtiden for ett nytt epoxylim eventuellt var
proportionellt mot luftfuktigheten i den omgivande luften. De genomférde
dérfor en liten serie av experiment for att testa detta med foljande resultat.

luftfuktighet (i %): 30 40 50 60 70 80
Héardtid (i timmar): 23.4 23.2 20.6 244 22.8 21.2

Vid experimenten hélls den omgivande temperaturen konstant, och al-
la andra externa faktorer var lika. Forskarna antar ett linjart samband
mellan hérdtiden och luftfuktigheten pa formen y = a + bx. Data kan
sammanfattas med att

Sz = 1750, Syy = 10.24 och att Sy = —42.

(a) Skatta parametrarna a,b. (1p)

(b) Ange ett 95% konfidensintervall for b. (4p)

(¢) Beréikna forklaringsgraden. Verkar modellen rimlig? (1p)
Lo6sning:

(a) Vi har att

o
n

Sxy ~ —0.024 och att a =7 — bT ~ 23.9.
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(b) Vi har att

~ 0'2
b~ N (b —
( ’ S:E:v)
Vi anvander darfor referensvariabeln

b—b
Rzi&/@w@).

Hér blir

3

2x~231

2
k:l

sé att S, &~ 1.52. Ett 95% KI ges dérfor av (ty to.975(4) =~ 2.776)

b—
0.95 = 2776 < ————— < 2.776
( Se/V'S )
—P(8—2776 St < b4 277620 )
) Vv S.fo - - . Sxx '

s att ett 95% numeriskt KI blir
I, = b=+2.776 S —0.024 + 2.776 152 o [—0.1248,0.0768]
RV BRIV T

Forklaringsgraden blir
Szxy?
R? = " ~0.098
Sxx - Syy

vilket ar uselt. Modellantagandet verkar klent underbyggt eller ocksa
ar beroendet mycket svagt (dvs b ar néra 0).



