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Tentamentsskrivning i Matematisk Statistik MVE091/MVE090

Tid: den 12 januari, 2026, 08:30-13:30

Examinator och jour: Erik Broman, mob. 073 7320791,

Hjalpmedel: Typgodkind minirdknare, 4 A4-sidor egenhéindigt skrivna anteckningar (2 ark fram och
bak eller 4 ark pé en sida) samt utdelade tabeller.

Tentamen bestar av 8 fragor om sammanlagt 50 poéng. Preliminéra betygsgrianser &r satta till:
betyg “3”: 20 till 29 podng

betyg “4”: 30 till 39 podng

betyg “5”: 40 eller fler poéng.

OBS! Alla 16sningar skall vara vél redovisade, motiverade och fullstindiga. Svar skall ges pa enklast
mojliga form. Talen &r ej ordnade efter svarighetsgrad.

Foljande formler kan eventuellt vara till nytta:

n n n (e ]
n(n + )(2n + 1) R L—a” il zk
> k= Z D= Z T
k=1 k=1 k=0
lim (14 a,)’ =€ om lim anb, =coch lim a, = 0.

1. Antag att 77,75, T3 alla dr oberoende och exponentialférdelade med parameter 1.

(a) Vad ar sannolikheten att minst tvi av de tre slumpvariablerna 77,75, T5 antar ett virde

som &r hogst 27 (2p)

(b) Om héndelsen i (a) intréffar, berikna sannolikheten att 77 < 2. (2p)

(¢) Om héndelsen i (a) intréffar, berdkna sannolikheten att max (7,75, T3) < 2. (2p)
L&sning;:

(a) Vi har att

Vi soker sedan

P(T1, T2, T3 <2) +P(Ty, T2 < 2,13 > 2) + P(Ty, T3 < 2,15 > 2) + P(T3, T3 < 2,11 > 2)
=P(T), T, T3 < 2) + 3P(T1, Tp < 2,T3 > 2) = P(Ty < 2)® 4+ 3P(T) < 2)*P(T; > 2)
—(1-e2)’+3(1-e2)?e2(~0.95).

(b) Lat A beteckna héndelsen fran (a). Vi s6ker nu

P({Tl < 2} n A) . P(Tl,TQ,Tg < 2) =+ 2]P(T1,T2 < 2,T3 > 2)
P(A) - P(A)

B (1 — 6_2)3 +2 (1 — 6_2)2 e ?

~ (0.8935).
(1-e2>4+3(1—e2)%e2 ( )

P(Ty <2[4) =
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(¢) Vi soker nu

]P)(maX(Tl,TQ,Tg) < Q‘A) — ]P({maX(Tlvﬁ;Q(iAj;B) < 2} N A) _ P(Tl,i;z(lz;g < 2)

_ (1-e2)°
(1—e2)?4+3(1—e2)%e2

(~ 0.6805).

2. Lat X vara en diskret férdelning saddan att
P(X =2k)=Ckfor k=1,2,...,n,

dar n ar ett positivt heltal.

(a) Bestdm C' sa att detta blir en tathetsfunktion. (2p)
(b) Lat m vara ett positivt heltal sddant att 1 < m < n. Berdkna P(X < 2m). (2p)
(c) Lat Y = (X —n — 1)2. Beriikna tithetsfunktionen for Y om n ér ett jimnt tal. (3p)

L&sning;:
(a) Vi har att

1=y Bx =2k =cYy k=0
k

n n

1 k=1
sa att C' =
(b) Vi har att

ﬁ. Hir anviinde vi en av formlerna som angavs pa tesen.
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P(X <2m) =Y P(X =2k)=
k=1 k=1 k=1

(c) Da n dr jamnt géller att X € {2,4,...,2n} si att
Ye{2-n—-12%...,n—n—-1%(n+2-n—-172%...,2n—n—1)%}
={(n—17%...,1,1,...,(n— 1)} ={1,3%,..., (n — 1)?},
dvs P(Y = (21— 1)) >0 for [ =1,...,n/2. Vi ser att

n+2
2

P(Y =1) =P(X =n) + B(X =n+2) =C3 + ¢ 22 = Cn41) = 2

och att

-2 4 2
(Y =) =P(X =n—-2) +P(X =n+4) = "=+ 22 —Cn+1) = =,
I allménhet har vi att
PY=(2-1)?*)=P(X =n—-2(1-1)) +P(X =n+2l)
om=20-1)  _n+2 2
=C 5 +C 5 7C(Tl+1)—n.

Vi ser dérfér att YV ér likformigt férdelad pA méngden {1,32,..., (n —1)2}.

3. Lat X ~ U[0,1], (dvs X &r likformigt férdelad pa intervallet [0, 1]), och givet att X =z la&t Y ~
U[0,1/z] (dvs Y éar likformigt fordelad pa intervallet [0, 1/x]).
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(a) Hitta den gemensamma téthetsfunktionen for (X,Y") och berdkna E[XY]. (3p)

(b) Beridkna marginaltathetsfunktionen f6r Y och anvéind denna for att berdkna E[Y %] for alla

varden pa « > 0. (3p)
Losning;:

(a) X €[0,1] och om X = z s& dr tathetsfunktionen for YV

=zfor0<y<l/x.

1
fyle(y) = Tz
Déarfor blir

Ixy(@y) = fy.(W)fx@)=2z-1=wfor0<zr<loch0<y<1/r

Vi far darfor att

0o 0o 1 pl/z
E[XY] :/ / xyfxy(x,y)dydx:/o /0 r?ydydz

1 211/ 1
1 1
o 2 |, ) 2 2
(b) Vihar att 0 <z < min(1,1/y) s& att

00 min(1,1/y) in(1.1 2
y) = / fxy(z,y)de = / zdx = w for 0 < y < oo.
—o00 0

Vi ser att

o ° ,min(1, 1 00 a2
E[Y] =/ y“fy(y)dy=/ y* min(1,1/y)” / yfdy+/ y2 dy
—00 0

_ ya+1 1 N ya 1 oo B 1 _ -9 1
S 12a+1) ], [2e-1)],  2(a+1) 2(a—1) T 2a2-1) 1-a2
ifall @ < 1. Om istéllet & > 1 divergerar véntevérdet.

4. Jons-Harald har blivit forvandlad till en hjort av den elaka trollkarlen Palbin. Jons-Harald befin-
ner sig i ett hjorthdgn och inser att det bara &r en tidsfraga innan aristokraten Bjollaberg som
dger hjorthdgnet kommer ut med bossan. Jons-Harald bestdmmer sig for att fly.

(a) Jons-Harald tar sats och forsoker hoppa Gver stingslet som omgéirdar hignet. Antag att
Jons-Harald klarar av att hoppa Gver stdngslet med sannolikhet p, och att han fortsatter
att hoppa tills han ar fri. Vad &r sannolikheten att Jons-Harald lyckas fly 6ver stdngslet pa
exakt k hopp? Motivera. (2p)

(b) Det visar sig att Palbin och Bjollaberg spelar ett ondskefullt spel med Jons-Harald. Han
maste hoppa Over hela 20 stycken sténgsel for att bli fri. Om han inte klarar detta pa
hogst 50 hopp sa kommer Bjollaberg med bdssan och Jons-Harald blir till hjort-stek. Vad
ar sannolikheten att Jons-Harald slipper bli hjort-stek om p = 1/3? (4p)

Lo6sning:

(a) Lat X vara antalet hopp som Jons-Harald behover for att bli fri. Texten beskriver en
situation dér X ~ Geom(p) sé

P(X =k =(1-prlpfork=12,...

For att detta skall vara OK maste vi dock anta att hoppen lyckas eller misslyckas oberoende
av varandra.
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(b) Lat X; vara antalet hopp som Jons-Harald behover for att hoppa 6ver stédngsel nummer
le{l,2,...,20}. Lat sedan X = 21221 X som vi kan normalapproximera. Vi har att

X~N <E [in , Var <§X1>>
=1 =1
= = 20 20(1 — p)
=N E[X)], Var(X)>=N ==Y
(et ) = (52572

sa att
X — 20
— P N(0,1).
20(1—p)
p2

Vi far da att

X -2 50 — 20
P(X <50)=P & =

<
\/20(1—17) - \/20(1—p)
p? p?

dér vi anvéinde att p = 1/3 och tabell i sista likheten.

~P(Z<—-091)~0.18

5. Betrakta ett system bestaende av tre parallellkopplade komponenter. Livslangderna i timmar for
dessa komponenter antas vara oberoende och Weibull-férdelade med tathetsfunktion

fls) = 2Ase ™ for s> 0

dir A = 5-1077. Systemet fungerar ifall minst en komponent fungerar. Beriikna sannolikheten
att systemet fungerar efter 1000 timmar. (4p)

Losning: Lat 11,75, T3 beteckna livslangderna for de tre komponenterna. Vi sdker
P(maX(T]_, T27T3) Z 1000) =1- ]P)(HlaX(T]_,TQ,Tg) S 1000)
=1—P(Ty <1000, T, < 1000, T3 < 1000) = 1 — P(T; < 1000)?

dar vi anvande oberoende i sista likheten. Vidare har vi att

t

_ —\t?
=1-—e ,

t t .
P(Ty <t) :/ f(s)ds :/ Mse > ds = {fe*)‘sz}
0 0 0
sa att

3 3
P(max(Ty, Ty, T3) > 1000) = 1 — (1 - e*“oﬁ) —1- (1 - 6*1/2) ~ 0.9391.

6. Lat X vara en slumpvariabel med téthetsfunktion

0+1
Fx(a) = ; e’ for —1<az<1,
dér 6 > —1 &r en parameter.
(a) Hitta momentskattaren (MMEn) for 6. (4p)
(b) Hitta maximum likelihood-skattaren (MLE’n) for 6. (4p)

Lo6sning:
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(a) Vi har att

e} 1 1
E[X] = / o (2)de = / P apar = T [ apapar o0,
1 1

— 00

da z|z|? dr en udda funktion. Fér att kunna anviinda momentmetoden maste vi darfor ga
till hogre moment. Vi har att

E[X] :/_Oo$2fx($)d$=/_lx29%|x\9dx: 9;2/0 2404y — %

Momentmetoden sager att vi skall sdtta

. f+1 . . _ . _ _
X2=;<:>9+1:(9+3)X2<:>9(1—X2):3X2—1
0+3
s& att L
. 3X2-1
GZT.
1—-X2

(b) Vi bérjar med att bilda likelihooden:

n n n (2
SR = (Hm) .

Vi bildar log-likelihooden

9 1 n n
1(0) =log(L(#)) = nlog (—;) + GZIOg |zk| = nlog(@ 4+ 1) —nlog(2) + 6 Zlog ||

k=1 k=1

Vi deriverar:
0+ 1 +Zlog|xk|

och
n

1"(0) = NS <0

s& att villkoret 0 = I’(0) ger oss ett maximum. Detta villkor ger oss

n - n
=— ) loglop| = 0+1= —=———
0+1 ; g [ > heq log |zk|
s& var MLE blir
0=—-1- .
ZZ=110g|$k|

7. Lotta ar ansvarig for tva produktionslinjer (A och B) pé en fabrik i Ankeborg. De tva produk-
tionslinjerna tillverkar samma typ av komponenter som ganska ofta ar defekta. Lotta funderar
pé om andelen defekta komponenter dr densamma i de tva produktionslinjerna, och som ansvarig
bestdmmer hon sig for att underséka saken. Hon tar darfor stickprov fran de tva produktionslin-
jerna med f6ljande resultat:

Produktionslinje: A B
Stickprovets storlek: 40 60
Antal defekta komponenter: 12 16.



Tentamentsskrivning: Matematisk Statistik MVE091/MVE090 6

Ange ett 95% konfidensintervall for skillnaden i andelen defekta komponenter i de tva produk-
tionslinjerna. (5p)
Losning: Lat X4, Xp beteckna de tva stickproven och 1at pa, pp vara proportionerna defekta
komponenter fran produktionslinje A respektive B. Vi har att X 4 — X g &r en lamplig punkt-
skattare for py — pp, och enligt teorin fran kursen har vi att

Xa—Xp—(pa—pB) ~ Xa—Xp—(pa—pB)
\/m(lm) 4 pe(l-ps) \/mufm) o p8(1-ps)

naA np nA np

~tnga+np—2)=1t(98) = N(0,1).

Med beteckningen

2 Pa(l —pa) +ﬁB(1 —DB)
PA—PB na ng )

anvander vi referensvariabeln

Xa—Xp—(pa—
R= A B (pA pB)

~ N(0,1).

Spa—pn
Ett 100(1 — «) % K.I. for pa — pp blir dérfor

YA _YB - (PA —pB)

l—amP(—242 SR < 2472) = P(—24)2 < < Za)2)
Spa—pB
=P(XaA—XB—2a/254—pp <PA—DB < XA—XB+ 20/2504—p5)-

Med o = 0.05 ser vi fran tabellen att 29925 ~ 1.96 s ett 95% K.I. for skillnaden p4 — pg blir
darfor

_ 12 16
IpApr =Tg — Tp + Z0)25pa—pp = E + % + Ra/28pa—PB ~ [—014757 02141]

8. Man vill undersoka huruvida sma méangder jarn blandat i en koppar-nickel legering skyddar mot
korrosion. Man tillverkar 8 platar med lika vikt och form, och later dessa rotera i en bassing med
havsvatten under 30 dagar. Efter avtorkning viger man platarna och registrerar viktminskningen.
Resultatet blev som foljer:

Plat nr: 1 2 3 4 ) 6 7 8
Halt jarn (%): 02 05 07 1 1.5 2 25 3
Viktminskning (g): | 236 250 242 230 194 138 131 107

Forskarnas hypotes &ar att sambandet mellan viktminskningen y och halten jarn x uppfyller att
y = Bo + B1x. Data kan sammanfattas med att

Spe = 7.035, Spy = —390.3, S, = 23102

(a) Skatta By och B;. (1p)
(b) Forskning pa liknande legeringar hade utférts av en annan forskargrupp for flera artionden
sedan. Dessa hade kommit till slutsatsen att 8 = —50. Utfor ett test pa signifikansnivan

a = 0.05 huruvida detta stimmer med de nya data "vara” forskare fick se i sin studie. (4p)
(c) Antag att 1 1 sjélva verket &r —60. Vad &r styrkan av ditt test som du uférde i uppgift (b)?
(3p)

L&sning:

(a) Vi har att

.S, 2 5
Br =5 = =555 ochatt fly =7 — fo7 = 270.

rr
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(b) Vi skall alltsa testa
HO : 51 = —-50
Hy: p1 # —50.

~ 0'2 Hy 02

Vi anvander darfor test-statistikan

Vi har att

:/3)1—(—50) ~ Bi+50 m,

= ~ t(6),
ST’/V wa S"'/V Sxx ( )
dar
Lo I
2 ~\2 Yy S,
= E — = ——>22 2414
S n—2 kzl(yk 2 n—2

sa att S, ~ 15.54.

Vi forkastar Hy till forman for H; ifall test-statistikan antar till belopp stora vérden. Vart
kritiska omrade fér T' blir darfor

(—00, —0.025(6)] U [to.025(6), 00)
dar tg.025(7) & 2.447 enligt tabell. Insatta data ger

_ —855+50
15.54/1/7.035

Vi kan dérfor inte forkasta Hy pa signifikansnivan 0.05.

T(e) 0.94.
(c) Test-styrkan ges av
P(T € RR) = P(T > to.025(6)) + P(T < —t0.025(6))
givet att Hy dr sann med B; = —60 déar

_ Bi+50
B S’r’/\/Sxm.

Om f; = —60 sa dr dock inte detta ¢(6)-fordelat, istillet har vi da att

B1 + 60

sV 1o

Vi ser darfor att

P(T > to.025(6)) + P(T < —to.025(6)) =P <Bl+50 > t0.025(6)> +P <Bl+50 < —t0‘025(6)>

Sr/ S:Ew ST/ Sma:

B1 + 60 10 B + 60 10
=P| ——>t 6 _— Pl —n= < -t 6 _—
(ST/FS*M = toos(6) 4 57— |V 5 s, = O g

=P(Y >4.15) +P(Y < —0.74) ~ 0.25,

dér Y ~ t(6).



