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Tentamentsskrivning i Matematisk Statistik MVE091/MVE090

Tid: den 9 april, 2026, 08:30-13:30

Examinator och jour: Erik Broman, mob. 073 7320791,

Hjalpmedel: Typgodkind minirdknare, 4 A4-sidor egenhéindigt skrivna anteckningar (2 ark fram och
bak eller 4 ark pé en sida) samt utdelade tabeller.

Tentamen bestar av 8 fragor om sammanlagt 50 podng. Prelimindra betygsgrinser ar satta till:
betyg “3”: 20 till 29 podng

betyg “4”: 30 till 39 podng

betyg “5”: 40 eller fler poang.

OBS! Alla 16sningar skall vara vél redovisade, motiverade och fullstindiga. Svar skall ges pa enklast
mojliga form. Talen &r ej ordnade efter svarighetsgrad.

Foljande formler kan eventuellt vara till nytta:

I I = L Y

k=0 k=0

lim (1+ an)b" =e‘om lim a,b, =coch lim a, =0.
n— o0 n— oo n— o0

1. Alice har tva skalar med péarlor framfor sig. I skal 1 finns det 2 vita, 2 roda och 3 bl& pérlor
medans det i skal tva finns det 3 vita, 1 réd och 2 bla parlor.

(a) Antag att Alice forst véljer en skl slumpmaéssigt. Sedan véljer Alice slumpmaéssigt tva péarlor
fran den tidigare valda skalen. Vad &r sannolikheten att bada pérlorna ar vita? (2p)

(b) Antag istéllet att Alice forst véljer en skl slumpmiéssigt och tar en pérla (slumpméssigt)
fran den valda skalen. Sedan véljer Alice igen en skil slumpméssigt och tar en pérla (slump-
méssigt) fran den valda skélen. Antag att alla val &r oberoende fran varandra. Vad &r nu
sannolikheten att bada pérlorna ér vita? Alice lagger inte tillbaka den férsta pérlan innan
hon tar den andra. (2p)

(c¢) Antag till slut att Alice trottnar pa att vilja skilar och samlar ihop alla parlorna i en enda
skal. Sedan viljer hon tva pérlor slumpméssigt ur den enda skalen. Vad &r nu sannolikheten
att parlorna har samma farg? (2p)

L&sning;:

(a) Lat Ay vara héndelsen att Alice valda skal nummer k for £ = 1,2. Lat sedan V'V vara
héndelsen att Alica valde tva vita péarlor. Vi stker da

- LG, G _ 13
IP(VV):I;P(VV|Ak)P(Ak):§ ((;)+(3) = g5 (% 0.124).

(b) Lat Ay vara handelsen att Alice valda skal nummer k for k£ = 1,2 i det forsta valet, och lat
By vara hindelsen att Alice valda skal nummer k for £ = 1,2 i det andra valet. Vi har nu
att

P(VV)=—-(P(VV|AL1NBy) +P(VV|A1 N Bs) + P(VV|A3; N By) + P(VV]|A2 N By))

<(2) 23 ()

(2) +2?6 + (2)> 125( 0.133).
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(¢) Lat V'V, RR, BB vara hindelserna att Alica valde tva vita, tvd roda respektive tvi bla
parlor. Vi soker da

() G (G 23
2) &) ()
2. Jons-Harald fardas tillbaka i tiden och till ett parallellt universum. V&l dér utses han till astronaut
och placeras helt sonika pa en raket med destination manen. I detta parallella universum har

transistorn &nnu inte uppfunnits och darfér maste alla berdkningar ske med hjilp av en dator
som dr konstruerad av 700 vakuumror.

Jons-Haralds méandator dr byggd med viss redundans och fungerar ifall minst 550 av vakuumroéren
fungerar. Livslingderna T1,...,Tro (timmar) f6r vakuumroren kan anses vara oberoende och
folja en Weibull-férdelning med parametrar «, 8, dvs

fr(s) = aﬁsﬁ_le_o‘sﬁ for s > 0,
dér det ar kint att o = 1/40 och 8 =1/2.

(a) Bestim sannolikheten att ett specifikt vakuumrér fungerar efter exakt fyra dygn. (1p)

(b) Om datorn inte fungerar s& kan raketen inte atervinda och Jons-Harald dor. Berdkna san-
nolikheten att Jons-Harald dor som en f6ljd av datorfel om manturen tar exakt fyra dygn.
(3p)

(c) Jons-Harald blir lite forsenad hem fran ménen och darfor dkar chansen att vakuumréren
hinner g& sonder. Berdkna (med hygglig approximation) hur stor chansen maéaste vara for
att ett vakuumror dr sonder om risken att Jons-Harald dor av datorfel skall vara 90%? (3p)

Losning:

(a) Sannolikheten ges av

P(T > 96) — / O[/Bsﬁflefasﬁds _ [_efasﬁ:|96 _ 670496[3 _ 67\/%/40(% 07825)
96

b) Lat X vara antalet vakuumrdr som fungerar efter exakt fyra dygn. Vi ser att
( & yra dyg

Vi soker P(X < 550) och hér ar det ldmpligt med normalapproximation. Vi far att X =
N(np,np(l — p)) s att

X —np < 550 — np
Vnp(1—p) — /np(1—p)

(¢) Vihar att P(Z < —1.28) = 0.1 s& vi méaste losa ekvationen

P(X < 550) = P < > ~P(Z < 0.19) ~ 0.576.

550 — np
np(l —p)

=—1.28

med avseende pa p. Man kan ju saklart forsoka l6sa denna med avseende pé p, men det
ar mycket enklare att forsoka testa sig fram. Om vi tar p = 0.8 sa far vi svaret ~ —0.95
medans 0.81 ger svaret ~ —1.64 och letar man ett tag till s ser man att p = 0.805 ger
svaret ~ —1.288 som duger fint.
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3. Lat X vara likformigt fordelad p&4 méngden {—1,0, 1, 2}.

(a) Lat Y = X2 Bestiim tithetsfunktionen for Y. (2p)
(b) Bestam de momengenererande funktionerna f6r X och for Y. (2p)
(¢) Lat Z =Yy + Ys dér Y3, Y5 ér tva oberoende slumpvariabler med samma téthetsfunktion
som Y. Berékna tathetsfunktionen for Z. (2p)
Losning:

(a) Viser att Y € {0,1,4} och har att

P(Y =0) =P(X =0) =, B(Y =4) =P(X =2) = |
och L1
PY=1)=P(X =—)+P(X=1)= 7+ ;=3

(b) Vi far att

—t 0t t 2t —t 1 t ot
Mx(t):]E[eXt]:ZektP(X:k):e +e"+e +e _e +1l4et+e

4 4
k=—1
och att , u
14+2
My () =[] = ==

(c) DaYy,Y; €{0,1,4} ser vi att Z € {0,1,2,4,5,8} med

11 1
P(Z=0)=PYi=Y:=0)=; ;=15
P(Z=1)=2P(Vi =0,Yp=1)=2.-. 21
I A
11 1
P(Z=2)=P(Yy=Y=1)= -+ — = —
( )=P(Y1 =Y, =1) 5°3°1
B(Z=4)=2P(V; =0.Y,=4)=2. . L =1
e e T
P(Z=5)=2P(Y;=1,Y,=4)=2 L1
R T
11 1
P(Z = =PY =Y, =4) = — . — _.
(Z=8=PM=Y2=4)=77=1

4. Lat X vara exponentialférdelad med parameter 5 > 0, s att X har tathetsfunktion
L —e/6 g
fx(x) = Ee for = > 0.

Givet att X = z, 1at sedan Y vara exponentialférdelad med parameter 1/z.

(a) Bestdm den gemensamma tiathetsfunktionen f6r X och Y. (2p)
(b) Bestdm marginaltithetsfunktionen for Y. (2p)
(¢) Berdkna E[XY]. (2p)

L&sning;:
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(a) Vi har att
Jy|z(y) = xze™¥* for y > 0,

sa att 1
Ixy(®,y) = fyj.W)fx(x) = me—ywﬁe—x/ﬁ for z,y > 0.

(b) Vi har att
F pemvelo—apgy L [T L —atr1/8)
fr(y) = ze ¥ e de = — e "V dz
0 B B Jo

[ B gy — L
SR, TR = gt

dér den sista likheten kommer sig av att integralen ar vantevérdet av en exponentialférdelad
slumpvariabel med parameter 1/(y(1+ 1/8)).

(¢) Vihar att

E[XY] = / / xyfxy(z,y)dedy —/ / ryre y"‘ e */Bdxdy
z/ r—e I/ﬁ/ Tye yzdydm—/ r= ef””/ﬁlda:—/ 1 e /Py =1,
0 5 0 0 B € 0 5

eftersom fooo rye  Y*dy ar vantevirdet av en expoentialférdelad slumpvariabel med parame-
ter 1/z.

for y > 0,

5. Ett system bestar av tre stycken seriekopplade komponenter. Livslingden (i timmar) f6r kom-
ponenterna anses vara oberoende och Gamma-férdelade med paramterar o« = 3 och 8 =1 s att
tathetsfunktionen blir

1 2 _ —x

1
@z e ¥ = §x267m for x > 0.

Systemet fallerar (dvs gar sonder) ifall ndgon av komponenterna fallerar.

(a) Berdkna sannolikheten att systemet fallerar inom tva timmar. (4p)

(b) Berdkna sannolikheten att systemet fallerar inom tva timmar om du vet att den tredje

komponenten fungerar efter 2 timmar. (1p)
L&sning;:

(a) Lat T1,Ts, T3 beteckna livslingderna for de tre komponenterna. Vi soker

P(min(T1,Ts,T5) < ) 1 —P(min(T1,T5,T5) > 2)
=1-P(Th 2 2)P(T» > 2)P(T3 > 2) = 1 - P(T1 > 2)°,

dar

s& svaret blir
P(min(Ty,T5,T3) < 2) =1 — (5¢2)".
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(b) Vi soker hér
P(min(Ty, Ty, T3) < 2|T3 > 2) = P(min(7},T3) <2) =1 -P(T}; >2)? =1 — (56—2)2.
6. Los foljande problem.

(a) Lat X vara en slumpvariabel med téthetsfunktion

6x T
= — — — O < x <a@.
fx(x) 7 (1 9) foro<az<@0

Hitta momentskattaren (MME’n) {or 6. (3p)
(b) Ar ditt svar i (a) en vintevirdesriktig skattare for 67 (1p)
(¢) Lat Xi,...,X, vara en sekvens av oberoende och likaférdelade diskreta slumpvariabler
sadana att
0 om!=0
2 1; 9 oml=2

Bestam likelihooden for 6 uttryckt i termer av ng, ni, ny dar

n; = #{k: X =1} (iord: antalet X} sadana att X =1)

for [ = 0,1,2. Har ar parametern 0 < 6 < 1. (1p)
(d) Hitta MLE:n for 6 baserat pa ditt svar i (c). (3p)
L&sning;:

(a) Vi har att

E[X] = /OO zfx(z)dx = /096;22 (1 - %) dz

6 7, 6 [° 66° 66 30 0
dr — — = —— =20-—=_.
T T, e =gy g 2 =2
Momentmetoden ger da att 6=2X.
(b) Vi ser att

(¢) Vihar att

U (X4[6) = o7 (1;") (2(13—9))"2.

(d) Vi far att
1(0) = nolog(6) + ni (log(1 — ) —log(3)) 4 nz(log(2) + log(1 — ) — log(3))

och dérmed ser vi att i
rgy - 0 T ne
Ho) = [ 1—6

och att " 4
" _ o 1 2
o) = 02 (1-6)2

<0,
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sé att I(0) = 0 kommer ge oss ett maximum. Vi ser att
l/(g) =0<= no(]. — 0) = (m + TLQ)G = ng = (no +ny + TLQ)@ =nb

s& var MLE blir

Ay
0=—.
n
7. Betrakta ett stickprov X7, ..., X,, av likafordelade och oberoende slumpvariabler som &r Poisson-

fordelade med parameter A > 0.

(a) Hérled ett uttryck for ett 100(1 — )% tva-sidigt konfidensintervall {6r A\. Man kan hér anta
att n ar stort. (4p)

(b) Martinas chef har gjort nagra experiment och ger Martina foljande dataserie

Experiment nummer: 1 2 3 4 5
Resultat: 2 01 1 4
Chefen pastar att dataserien kommer fran en Poissonférdelning. Anvénd ditt svar i (a) for
att ange ett numeriskt 99% konfidensintervall for A\. Kommentera ditt svar. (2p)
L&sning:

(a) Vi har enligt centrala gransviirdessatsen att
— — — A
X ~ N (E[X], Var(X)) = N (/\, >
n
eftersom
_ - 1 ¢ 1 < A
E[X] = E[X1] = A och Var(X) = Var | — ;Xk = kZ:lVar(Xk) ==

dér vi anvinde vara kunskaper om Poisson-férdelningen. Vi ser att en lamplig referensvari-
abel blir

X—-Xx X-2A
~ ~ N(0,1),
VA/n /X /n
dér vi anvénde “ingenjorstricket” i den forsta approximationen. Vi ser att

X -
l-a= P(_Zoz/2 <ZzZ< Zoz/Z) ~ P —Ra/2 < I < Ra /2

X/n

[— o ly - ,Y o [—
=P —Ra/2 SX_)\SZQ/Z — | =P X_Za/Q *S)\SX""Z@/Q
n n

didr Z ~ N(0,1). Det sokta konfidensintervallet blir dérfor

S|
S|

I)\ :Yiza/Q

NE)

(b) Vi har att zg 005 &~ 2.575 och T = %. Déarmed blir ett numeriskt 99% konfidensintervall for A

=7+ 20.005\/5 ~ [0.14, 306]
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Martina bor informera sin chef om att uttrycket &r framtaget for stora stickprov och bor
inte appliceras for s& smé stickprov som n = 5. Svaret riskerar att vara grovt missvisande.
Martina vet inte heller ifall chefen har gjort sina experiment oberoende av varandra och bor
fraga om detta.

8. Ett forskarteam misstdnker att en viss, relativt vanlig genvariant kan leda till minskad tillvixt
av fotlangden hos bérare av genvarianten. For att undersoka detta métte forskarna fotldngden
hos tva grupper av vuxna kvinnor. I en grupp bar alla pa genvarianten och i den andra var det
ingen som bar pa genvarianten. Bada grupperna bestod av 30 individer. Resultaten sammanfatts

som foljer:
Grupp: Med genvariant Utan genvariant
Genomsnittlig fotlingd (i cm): 23.3 24.6
Skattad varians (s2): 1.4 1.8.

Forskarteamet utgar ifran att de uppmétta langderna kommer fran normalférdelningar med sam-
ma varians. De antar dessutom att resultaten av alla métningar dr oberoende av varandra.

(a) Satt upp ett lampligt hypotestest for att testa forskarteamets hypotes. (1p)

(b) Ange en lamplig test-statistika for att genomfora hypotestestet i del (a). Forklara de inga-

ende delarna och ange fordelningen for test-statistikan. (2p)

(¢) Genfor testet pa signifikansnivin oo = 0.05 och ange p-vérdet. Skall du forkasta Hy eller ej?
(3p)
L&sning;:

(a) L&t pu, respektive u,, vara snittlingden av fotterna i gruppen utan gen respektive med gen.
Forskarna vill testa

Ho: pu = pim
Hi: o oy < pom.
(b) Lat X = (Xy,...,X30) beteckna stickprovet fran gruppen med genvarianten och lat Y =
(Y1,...,Ys) beteckna stickprovet fran gruppen utan genvarianten. Vi har att
2 2
B — o o
X-Y~N — — 4+ —
<.uu M 30 + 30)
diir o2 #r variansen. En ldmplig test-statistika blir dirfor
T:Hdérszzwzl_&

Sz 58

2 4r skattningarna av variansen i de tva stickproven. Vi har att

. 2 .
och dar s respektive s:,

7% t(58), men om Hy inte &r sant s har 7' en annan férdelning.
(c) Virdet pa test-statistikan blir i detta fall

r—y
\/53/15

Vi ser ocksé att om H; skulle vara sant, sa borde X —Y < 0 s& vi forkastar Hy till forman
for Hy om vi far ett stort, negativt virde pa T. Vi ser att

p-viirde = P(T(X,Y) < T(z,y)) = P(T(X,Y) < —3.98) < P(T(X,Y) < —3.466) = 0.0005,

T(x,y) = ~ —3.98.

dér vi anvinde det mest extrema virde vi kunde hitta i tabellen. p-viardet &r mycket litet
och vi forkastar darfor Hy till forman for Hy.



