Tentamen
MVE335 Matematik 1 for Sjoingenjorer

2025-29-10, 08.30 — 12.30

tel: 031-772 12 44 (Exam: Olof Giselsson)

Hjilpmedel: bif. formelblad, Chalmersgodkind riknare.

For betyg 3 krivs 20 poing pa godkintdelen. For betyg 4 krivs 33 poing totalt, varav minst 6 podng pa Gverbetygs-
delen. For betyg 5 krivs 42 podng poing totalt, varav minst 12 poidng pa overbetygsdelen.

Bonuspoing fran introkurs HT25, och duggor riknas med pa godkéntdelen.

Till samtliga uppgifter skall fullstindiga lésningar redovisas. Motivera och forklara sa vil du kan.

Godkintdelen

1.

(a)

(b)

I polynomet 2x> — 5x 4 3, byt variabel till x = 7+ a, och bestim a si att det nya polynomet (nu
i z) saknar z(= z!)-termen.
Losning. Insdttning av x = z+a ger

26 —5x+3=2(z+a)* —5(z+a)+3 =27 +4az+a* — 57— 5a+3 =

=222+ (4a—5)z+3 —5a+d°.

Om z-koefficienten ska vara 0, s& maste vi ha 4a — 5 = 0, vilket ger a = 5/4.

Los ekvationen —— = x.

T+x
Losning. Vi borjar med att forenkla vénsterledet. Vi har

Ekvationen blir da
1+x

T —x= 1+x:x(4x—2):4x272x<:>

4x* —3x—1=0.
Vi kan 16sa den sista ekvationen med lamplig metod. Vi anvédnder kvadratkomplettering:

2
2
4x2—3x—1:0<:>(2x—i)2—<i> —1@(2x—§)2=3+1=3.

Detta ger 2x = % + %, sa att vi har 16sningar x =1 och x = —%. Da den enda faktorn vi har
multiplicerat in dr x + 1, vilket inte 4r O i 16sningarna, sa har vi inte introducerat nagra extra
nollstillen.

(2p)

(2p)



(c)

(d)

(a)

(b)

()

@ 4a

Forenkla % Skriv svaret som ett brak.
Loésning. Vi borjar med att faktorisera tiljaren

at 47a+47 a? —4ab+4b*  (a—2b)?
2 b b? TR
Det foljer att
AV
L a—2w)? a—2b

a—2b (a—2b)b2 b2
Los olikheten 3 > |2x — 3|. Rita omradet pa reella linjen.
Losning. Vi har att x € R uppfyller 3 > |2x—3]om 3 >2x—3 0och3 > —(2x—3) =3 —2x.

Fréan forsta kriteriet far vi 3 > 2x — 3 < 6 > 2x, vilket ger 3 > x. Fran andra kriteriet far vi
3>3—-2x < 0> —2x, vilket ger x > 0 (OBS! olikheten byter hall nér vi dividerar med —2).

Sitter vi ihop dessa tva kriterierna, sa har vi att 0 < x < 3. Detta ritas pa reella linjen sdsom

-3 -2 -1 0 1 2

Il
- T T T

W D

En linje gér igenom punkterna (2,—1) och (—1,5). Bestéim i vilken punkt den skir en annan
linje som ges avy = 3x —2.
Losning. Vi ridknar forst ut linjen genom punkterna. Riktningskoefficienten ges av
Ay 5—(-1) 6 5
Ax  —1—(=2) -3 7

Vi fér sen fran enpunktsformeln att med vald punkt (2, —1), sd ges linjen ekvation av (y+ 1) =
—2(x —2), vilket vi skriver om till y = —2x + 3. Skirningspunkten ges nu av l3sningen till
ekvationssystemet

y=-2x+3 (EKVI)
y=3x—-2 (EKV2)

Sitter vi in formeln f6r y fran EKV2 i EKV'1, sa far vi 3x — 2 = —2x+ 3 < 5x =5, vilket ger
x = 1. Insittning av detta i EKV1, ger atty = —2(1) +3 = 1. Sa linjerna méts i (1,1)

Bestim storsta avstind frén punkten (2, —2) till cirkeln x* +y? — 4(2y — 3x) = 12.
Losning. Vi borjar med att hitta cirkelns mittpunkt och radie m.h.a. kvadratkomplettering

Py =42y —3x) =2+ 1204y —8y = (x+6)> + (y—4)> — 6> —4> =

=(x+62+(y—4)>-52=12& (x+6)>+(y—4)> =64 = 8%,

Sé cirkeln har mittpunkt i (—6,4) och radie 8. Vi ser ocksa att punkten (2, —2) inte ir pa cirkeln.
Det storsta avstandet fran punkten till cirkeln ges nu av avstandet till mittpunkten plus radien.
Avstandet fran (2,—2) till (—6,4) ges av

V(@ (-6)2+((-2) ~4)2 = V8 + 6 = V100 = 10,

s att storsta avstandet blir 8 + 10 = 18.

Linjen y = 2x — 1 skir kurvan y = x> — 3x+ 1 nir x = 2. Hitta de andra skirningspunkterna
(endast x-koordinaten kravs).

(2p)

(2p)

(3p)

(2p)

(3p)



(a)

Losning. Linjen och kurvan skir varandra da
2x—1=x=3x+1,

vilket dr detsamma som ekvationen x> — 5x+2 = 0. Vi vet en 16sning x = 2, vilket betyder att
polynomet x> — 5x 4 2 har x — 2 som en faktor. Polynomdivision ger oss nu att

242x—1
x—Z) X —5x+2
— 34252

2x2 — 5%
—2x% +4x

—x+2

x—2

0

Frén detta har vi faktoriseringen
52 =(x—2)(x* +2x—1).

De andra nollstillena till x> — 5x 4 2 ges dé av nollstillena till x> 4 2x — 1. Vi hittar nollstillena
med kvadratkomplettering

P+ —1=x+1)12-2=0& (x+1)*=2,
vilket ger att de andra skirningspunkterna drix = —1++/2ochx= —1—+/2

Latx = (4,—3) ochv=(4,2). Bestim tal a,b € R, sé att w = ax+ bv, har [w| =1 och xew = 0.
Losning. Vi loser ekvationen

0=xe(ax+bv) =a(xex)+b(xev) =alx|* +b(xev),

(xeov)

Vilket gera = — X2 b. Sa alla vektorer pa formen
(xev)
P * Y

har skaldrprodukt O med x. Vi riknar ut
|x|2 =xex=4%+ (—3)2 =25

xev=4.4+(-3)-2=10,

sa att vi har—ﬁ:—%:—%.Det aterstar att rakna ut b. D4 vi ska ha
2 2
1=|b(—=x+V)|=|b||—=x+V]|,
o3| = |-
vilket visar (om vi antar b > 0) att vi kan ta
1
b=+——-.
—§X+V

(3p)



4.

Vi riknar forst

2 2 8 6
TXtv= —5(4,—3)4-(4,2) = (—gvg) +(4,2)= (?7?)1

vilket har langd

12 16 1 1l v 1 —— 1 — 20

Frén detta fér vi b = , och sen a = —<":|‘2’)b =(-%)1=-

sl-

S—x+y+z =0

(b) Los ekvationssystemet ¢ 3+x+y—z =0

1-3y+z =0
Losning. Vi numrerar ekvationerna uppifran och ner EKV1,EKV2,EKV3. Vi far att EKVI+EKV2
blir
(5—x+y+2)+(B+x+y—2=0&8+2y=0,

vilket ger y = —4. Insittning av detta i EKV3 ger
1-3(—4)+z=0,
vilket ger z = —13. Insittning av y = —4 och z = —13 1 EKV1 ger oss
5—x—4-13=0&-12—-x=0,

vilket ger oss x = —12. Sd x = —12, y = —4 och z = —13 16ser ekvationssystemet.

(c) Lat tva krafter vara givna som F| = (2, —3) och |F| = 3, sd antag att lingden av kraften F; +F»

ir 4 (l.e.). Bestdm vinkeln mellan F; och F».
Losning. Vi vet att cosinus av vinkeln ¢ mellan F; och F, ges av formeln ;m%‘ . Vi vet ocksa
att

[F1+F2|> = |Fi|* +2F; o F + |F, |,

s att vi har
1 2 2 2
§(|F1+F2| —‘F1| —‘F2| ):Flon.

Frén vad som dr givet har vi [F2|? =32 =09, |F; +F2|> =4% = 16 och |F,|> =22+ (-3)? =
449 = 13. Detta ger

1 1
E(|F1 + B —[F = |F.*) = E(16— 13—-9) = -3.

Detta ger att cos ¢ = ;:ﬂ% = ﬁ% =—4/ 1% Detta ger ¢ = arccos (‘\/E) }

(a) Berikna exakt cos(v) och sin(v) om tan(v) = 2+/2, och v ligger i den 3:e kvadranten.

2y 1

o . sin2 S P "
Losning. Vi har tan’x+ 1 = o ey, = w7y S@ vi kan rikna ut (2v2)24+1=8+1=09,

s& att cos?y = é. D4 vi ér i 3:e kvadranten, sé dr bade sinus och cosinus negativa. Det ger

cosv=—%. Vi far sen sinv = —\/l—coszv:—./l—éz—é

(b) Los ekvationen 2z — % = —{. Skriv svaren pa formen x + yi.

(3p)

(2p)

(2p)

(3p)



Losning. Till och borja med, sd multiplicerar vi ekvationen med 5, sa att den sitts i form

2 i 2 i
—l=-z&F——z-1=0.
Z 2Z Z ZZ

Kvadratkomplettering ger att

()_ZE 1= Ez ﬁzl_ iz_i_i 1= EZE
I A S 4 “ ¢4 6 \“ 1 16

Detta ger
i\> 15
‘Ta1) e
sd att vi far 1osningar z = § + \44175 ochz=1— @.
(c) Bestim alla x € R sa att (v/3 —i)e'>* ar ett reellt tal. Svaret kan ges antingen i grader eller i
radianer.

Losning. Vi loser i Radianer. Vi borjar med att skriva (/3 —1) i polér form. Vi har |v/3 —i| =
(v/3)241! =+/4=2. Vi har sen

1 \6 ] n
— 3 — )= — — — = 7”6
y(V3-h=F 5=,

dir det sista foljer av standardvirden pa vinklar. Sa v/3 —i = 2¢716 . Detta ger

(V3 =) =262 5),

Detta talet ir reellt om ¢/>*~§) = 1 eller ¢/>~&) = —1. Det vill siiga, 2x — 7 ir antagligen en

udda multipel av 7 eller en jamn multipel av 7. Foljaktligen har vi att 2x — £ =k, for ndgot
k € Z. Loser vi ut detta for x far vi att reella 16sningar ges av

x=75+7%k kez.
Overbetygsdelen

1. En kvadrat och en cirkel har relation enligt bild (d.v.s tva av kvadratens horn ligger pa cirkeln, dess
en sidan tangerar cirkeln, och skillnaden i lingd mellan cirkelns diameter och kvadratens sida &r 1)

Berikna kvadratens area.

(3p)

(6p)



Losning. Vi antar forst att cirkeln har radie 1, d.v.s. att vi &r i enhetscirkeln. Vi ser forst att hojden
pa kvadraten ges av: om ¢ dr vinkeln korresponderande till punkten pa enhetscirkeln dir det 6vre
vénstra hornet ligger, sa har vi att hojden 4r 2sin@. Vi ser ocksa att basen pa triangeln kan skrivas
m.h.a. @, da den édr 1 — cos @ (da cosinus dr negativ pa vinstra sidan). Da hojden dr detsamma som

basen, sa far vi ekvationen
2sing =1 —cos¢.

Kvadrering av bada sidorna ger
4sin’¢ =1 —2cos¢ +cos> ¢ < 4(1 —cos’> ) = 1 —2cos ¢ +cos” ¢.
Arrangerar vi om termerna far vi ekvationen
5c052q) —2cos¢p —3=0.
Gor vi erséttningen x = cos @, sa ser vi att vi far andragradsekvationen
5x* —2x—3=0.

Vi kan 16sa denna med abc metoden, eller pq (om vi delar med 5). Vi far 16sningarna

1 N2 3 1 16 1 4
—4q /(= o4 (=) ==+2
5 (5) t3575 (5) 575

Detta ger att cos @ maste vara en av dessa talen. Men pa grund av att cos ¢ &r negativ, sa kan vi

utesluta % + % = 1. Detta ger att cos ¢ = % — % = f%. Detta ger att kvadratens sida i enhetscirkeln

arl—cos¢p =1+ % = %. For att ta reda pa lingden pa den ursprungliga kvadratens sida, sa maste vi
dndra proportionerna sa att vi far att skillnaden mellan kvadratens sida och cirkelns diameter blir 1,

som enligt bild. I enhetscirkeln dr denna lingd 1+ cos¢ = %, sa vi maste dela allt med detta for att

fa rétt proportioner. Framfor allt blir den ursprungliga kvadratens sida (%)’l % = % =4, sa att arean

ar 42 = 16.

. Los ekvationen z> — 5z +9 = Z. (Dir Z = x — yi ir det komplexa konjugatet av z = x + yi).

Losning. Vi sitter in z = x + yi, dér x,y &r reella tal. Ekvationen blir da
(x4+y1)2 =5(x+y)+9=x—yiex® —y* + 2xyi—5x—5yi+ 9 =x—yi <

X —y? —6x+ 9+ (—4y+2xy)i=0x* —y* —5x+ 9+ (—4+2x)yi=0.

For vi ska ha likhet, sa maste bade real-delen och imaginir-delen var lika med 0. Fran denna obser-
vations ser vi att en 16sning z = x + yi uppfyller ekvationssystemet

{x2 —y*—6x4+9=0, EKVI

(=4+2x)y=0, EKV2.

EKV2 har I6sningar y = 0, och x = 2. Om vi siitter in y = 01 EKV1, sa far vi
0=x*—6x+9=(x—3)%

vilket ger x = 3. Om vi antar att x = 2, sa blir EKV1

0=2>—y>—6-2+9=1-y%

(6p)



vilket ger y = 1 eller y = —1. Sitter vi z = x+ yi, sa ser vi att vi har 16sningar 2 + i, 2 — i och 3.

. Bét A startar i (3, 1) och ror sig med konstant hastighetsvektor (3,4). Bat B startar i (—2,0) och ror
sig med konstant hastighetsvektor (4,3). D4 navigatorerna pa batarna ér kompetenta, sa krockar de
inte med varandra. Men vid vilken tidpunkt 7 &r de som nidrmast?

Losning. Bat A’s position tiden 7 ges av (3,1) +¢(3,4) = (3+ 3¢, 1+ 4¢) och bét B’s position tiden ¢
ges av (—2,0) +1(4,3) = (—244¢,3¢). Avstandet mellan dem vid tiden 7 &r da

(34301 4+41) — (~2441,30)| = (5= 1.1 +0) = /(5 -0 + (1 +1)2

Vi vill hitta tiden ¢ nir detta avstand 4r sa litet som mojligt. Da avstandet alltid dr positiv, sa kan vi
lika girna minimera kvadraten av avstindet, d.v.s. uttrycket (5 —7)? 4 (14-7). Expanderar vi detta,
och sedan kvadratkompletterar, sa far vi

25— 10t +12+ 142 4+1> =26—8 + 21> =2(13 — 4t +1*) =

2134+ (2+0)%) =2(9+ (t —2)*).

Fran det sista uttrycket 2(9 4 (f —2)?), s ser vi, da (t —2)? > 0 om inte ¢ = 2, att uppenbarligen si
maste avstandet minimeras i tiden ¢ = 2.

(6p)



