Tentamen
MVE335 Matematik 1 for Sjoingenjorer

2026-01-08, 08.30 — 12.30

tel: 031-772 12 44 (Exam: Olof Giselsson)

Hjilpmedel: bif. formelblad, Chalmersgodkind riknare.

For betyg 3 krivs 20 poing pa godkintdelen. For betyg 4 krivs 33 poing totalt, varav minst 6 podng pa Gverbetygs-

delen. For betyg 5 krivs 42 podng poing totalt, varav minst 12 poidng pa overbetygsdelen.
Bonuspoing fran introkurs HT25, och duggor riknas med pa godkéntdelen.

Till samtliga uppgifter skall fullstindiga lésningar redovisas. Motivera och forklara sa vil du kan.

Godkiintdelen

1. (a) Bestim alla reella tal x sidana att |x — 3| < |x+4.

Losning. Kvadrerar vi bada sidorna av olikheten, s far vi [x —3|? < |x+4/?, vilket, da |
for alla ¢ € R, ger att vi ekvivalent har (x —3)? < (x+4)2. Bryter vi ut kvadraterna, sa far vi

P obx+9< 8+ 16 0< 14x+7 <0< 7(2x+1).

Delar vi bada sidorna med 7 i den sista olikheten, sa far vi ekvivalent
1
0<2x+1& 5 <X,

d.v.s. alla reella tal storra in %
(b) Forenkla uttrycket
I U
d+c d—c
1 1

d—c — d+c
sa langt som mojligt.

Losning. Vi tar forst och hanterar tdljaren och ndmnaren i den yttre kvoten for sig

1 1 d—c d+c 2d

d—i—c+d—cidz—c2 d2—c2  d2=c%
1 1 _ d+c d—c 2c

d—c d+c -2 d&—c2 -
Fran detta, sa far vi att kvoten blir

(2p)

(2p)



(c) Bestdm konstanter b, ¢ sa att

¥ +3x= (x+b)>+c, forallax.

(2p)
Losning. Om vi utvecklar HL, sé blir ekvationen
4 3x=x 4 2bx+b* e 0= (2b—3)x+b* +c.
Detta ger 26 =3 < b= 3 ochsen ¢ = —b> = —3.

(a) Los ekvationen /x = 1 ++/2x — 3. (3p)
Losning. Vi kan borja med att notera att vi maste ha 2x — 3 > 0, da vi annars inte kan ta
kvadratroten av uttrycket. Detta ger x > % Vi kvadrerar bada sidorna av ekvationen, sa att

x=142V2x =3+ (V2x—3)> =1+2x—3+4+2V2x—3=2x-242V2x -3 &

& 2—x=2v2x-3. (1)
Notera att VL i (1) dr negativt om x > 2. Da HL &r positivt, tvingas x < 2, vilket ger vi maste ha
2>x> % Kvadrerar vi igen, far vi

2-x?=4(2x-3) e’ —dx+4=8x— 12 x* - 12x+16=0.

Den sista ekvationen har lsningarna 6 /20 = 2(34+/5), dir bida rotterna ir storre in 3 (detta
kan motiveras m.h.a. riknare eller kalkylering). Vi har dven 2(3 — \5) < 2, (kan motiveras med
riknare eller 2(3 —/5) <2(3—+/4) =2). Vi har diremot 2(3++/5) > 2, sd att endast 2(3 —/5)
ar en 10sning till ekvationen.

(b) Ni vet att ekvationen x> 4+ 6x> — 8x — 7 = 0 har minst en 16sning nér x dr ett heltal. Bestdm
samtliga 16sningar. 3p)

Losning. Vi har en ekvation med heltalskoefficienter, dir den ledande koefficienten ér 1, sa alla
heltalslosningar maste dela den konstanta termen d.v.s. 7. Delare dr 1,—1,7, —7. Vi testar dessa

1B4+6(1)2=8(1)-7=1+6-8-7=-8+£0, (x=1),
(=13 46(=1)2—8(=1)—=7=—14+6+8—7=6#£0, (x=—1),
(7)2 4+6(7)% —8(7) —7=343+294 — 56 — 7 = 637 — 63 = 574 £ 0, (x=17),

(=73 +6(=7)> = 8% (—7) =7 = —343+294+ 56— 7= —350+350 =0, (x=—7).

S& —7 ir ett nollstille. Detta ger att x+ 7 delar polynomet x> + 6x> — 8x — 7. Vi anviinder
liggande stolen for att dividera

2 —x—1
x+7) X 46x2—8x—7
—x3—7x2

—x*—8x
X2+ Tx

—x=7

x+7

0

S& x> 4+ 6x% —8x —7 = (x+7)(x*> —x — 1), och de resterande 16sningar 4r da 1sningarna till
K—x—1=0,vikadix>—x—1=0« (x—1)* = %, ges av # och % (alt. anvind
PQ-formeln).



(c) En linje som gér igenom (0, 1), &r vinkelrdt mot linjen genom punkterna (4,—1) och (=2,1).
Bestém i vilken punkt den skér en annan linje som ges avy = 4x — 1.
Losning. Riktningskoefficienten pa linjen genom (4,—1) och (—2,1), ges av
Ay 1—(-1) 2 1

Ax - 2-4 -6 3
Riktningskoefficienten till en linje vinkelrdt mot y = kx 4+ m ges av f%, vilket i vart fall blir

L~ = 3. Detta ger y = 3x +m, dir sen m bestims genom att linjen ska ga igenom (0, 1), sa

att 1 =3-0+m = m. Skiirningen ges nu av
X+ 1l=y=4x—-1=2=x=y=3-2+1=7,
vilket ger att skérningen sker i (2,7).

(a) Bestim radien pa cirkeln i R? som gér igenom punkterna (1,3), (2,6) och (2,8).
Losning. Lat (a,b) vara mittpunkten i cirkeln och R dess radie. Med detta kan vi skriva ekva-
tionssystemet
(1—a)*>+(3—-b)>=R?, (EKV1),
(2—a)*+(6—b)>=R?, (EKV2),
(2—a)*+(8—b)*=R?, (EKV3).

Ersiitter vi EKV3 med EKV3' = EKV3 — EKV2, s far vi det nya systemet

1-a)>+(3-b)>=R?*, (EKV1), (1—a)2+(3—b)2=R%, (EKV1),
2—a)’+(6-b)*=R?, (EKV2), & {(2-a)?+(6-b*=R?> (EKV2),
(8—b)>—(6—b)>=0, (EKV3). 4(7—b) =0, (EKV3).

Vi ser att vi har b = 7. Ersiitter vi EKV2 med EKV2' = EKV2 — EKV1, far vinu

(1-a)*+(3-b) =R, (EKV1),
(2—a)?—(1—a)>+(6-b)*—-(3-b)>=0, (EKV2),
4(7—b) =0, (EKV3).
=
(1—a)*>+(3—-b)>=R?, (EKVI),
30 —2a —6b =0, (EKV2'),
4(7—b) =0, (EKV3).

Later vi b =7 i EKV2’, far vi
30-2a—6-7T=0&2a=—-12a=—6.

Vi far nu fran EKV1 R? = (146)% 4+ (3 —7)%> =49 + 16 = 65, vilket ger R = /65.

X+y+z =1
(b) Los ekvationssystemet ¢ 3x+2y+z =3
2x—3y =4

(3p)

(3p)

(3p)



Losning. Vi eliminerar z fran EKV2, genom att subtrahera EKV1, sa att
3x+2y+z—(x+y+z)=3-12+y=2.

Vi loser sen systemet
2x+y =2
2x—3y =4

Subtraherar vi (i det nya systemet) andra ekvationen fran den forsta, sa far vi
1

2x+y)—(2x=3y)=2—-dedy="2y=—=

5

1 5
2x—3(—7):4<:>2x:§(:>x:4

Vi far sen fran EKV3 att

Sitter vi in detta 1 EKV1, sa far vi

5 1 1
DN (—2)4z=1ez7="-.
() +(=5)+z 2=
—_———

ENIY

Sammanfattat, sa blir 16sningen x = %, y= —% och i.
(c) Visa att for tva planvektorer u och v, sa giller parallellogramlagen
2P 42 = Jut v+ ju—vP.

Losning. Fran reglerna for skaldrprodukter kan vi rakna ut
lu+v?=(u+v)e(utv)=ueu+2(uev)+vev=|uf>+2(uev)+|v]

u—v?>=(u—v)e(u—v)=ueu—2(uev)+vev=|u’>—2(uev)+|v]

Adderar vi de tva raderna, sa far vi
lu+v)? + [u—v|* =2[u]* +2|v|*.

4. (a) Berikna exakt tan(v) och cos(v) om sin(v) = %, och v ligger i den 2:a kvadranten.
Zy= % +cos?v, s att cos>y = %’, vilket

Losning. Trigonometriska ettan ger 1 = sin®v + cos
ger |cosv| = %‘ Da v ligger i 2:a kvadranten, dir cosv < 0, vilket ger cosv = —%. Vi far sen

(b) Litw=1— 17; 75 Skriv ®° i formen a + ib.
Losning. Vi skriver forst @ i formen a + ib, och sen i poldr form
1 L 1 )(1+ﬁ\/§) . 1+iv3 3 V3
— =1 — = = —[]— =
1-1V/3" 1+iV3 4 4 4

0):1_7:
1-iV3

4

(3p)

(2p)

(3p)



Vi far da .
6 \/§ ( _55)6 27 6(—i%) 27 —in 27
W = —_— 6 = — 6 = — = —
( 2 ) ¢ al¢ T ale g
(c) Bestdm alla x € R, sd att tanx = tan 6x. Ni kan 16sa problemet antagligen i grader eller radianer. (3p)
Lésning. Losningen ges i radianer. Vi har tanx = 3% och tan(6x) = Zglizi)) Multiplicerar vi

bada sidorna med cosxcos(6x) sa blir den
cos(6x) sinx = sin(6x) cosx <> sin(6x) cosx — cos(6x) sinx = 0.
m.h.a. trigonometriska formeln sin(x —y) = sinxcosy — cosxsiny, si kan vi skriva det sista som
sin(6x — x) = sin(5x) = 0,
vilket ger 5x = 7k, for k € Z. Detta ger x = %k, for k € Z. Notera att for inga sadana x har vi

cosx = 0, eller cos(6x) = 0, sd vi har inte infort ndgra nya losningar genom var multiplikation.

Overbetygsdelen

Poding pa dessa uppgifter kan inte riknas in for att na godkdnt.

1. Bestim alla tal a, sa att linjen y = 1 +a(x + 1) ir en tangent till —x> +4x — 2. (6p)

Losning. Riktningskoefficienten till tangenten till f(x) = x> +4x—2 i punkten x = ¢ ges av derivatan
f'(¢) =2t +4. Da linjen ska g& genom punkten (x, f(x)), s& far vi att tangentens till kurvan y = f(x)
i punkten ¢ ges av ekvationen

y=f)x—1)+f(t) = (=2t +4)(x—1) + (—1* + 4 —2).

Linjernay = 1 +a(x+ 1) dr precis de linjer i planet som gér igenom (—1, 1) (och som inte dr parallella
med y-axeln), och a dr deras rikningskoefficient. Detta ger att vi soker precis de tangenter som gar
igenom (—1,1), d.v.s

L= () (=1—t)+f(t) = (=2 +4) (=1 —1)+ (—1> +4t —2) =1’ 421 — 6=

= tz 42%—T7=0 (kvadratkomglettering) (t n 1)2 _ 8,

vilket har Iosningar #; = —1 4 /8 och o = —1 — /8. De eftersokta a ir di precis i) =2+ 24/8
och f'(t;) =2 —2+/8.

2. En likbent triangel har proportioner som nedan (langa sidornas ldngd &r 3 L, kortsidans lingd &r 2 L).



N2

Den lilla cirkeln Cy; tangerar sidorna till triangeln, och den stora cirkeln Cy gér igenom triangelns

hoérn. Bestdm forhallandet
Area(Cy)

Area(Cji)
(6p)
Losning. Lat o vara vinkeln i de bada ligre hornen och f = 180 — 2« vara vinkeln i det 6ver hornet.
Vi later den lilla cirkelns radie betecknas med rj;. Da den mindre cirkeln tangerar triangels sidor, sa
kommer varje sida att vara en tangent till cirkeln, vilket betyder att linjen fran mittpunkten pa Cj; till
kanten 4r vinkelrit mot sidan. Detta ger att ry; 4r hdjden pa de tre olika trianglar 77, 75,73 som finns
med horn i 7. Dessa tre trianglar blir tillsammans 7', s att jamnforelse av areor ger

Area(Ty) + Area(Tz) + Area(T3) = Area(T) =

rli*3L+r]i*3L+rli*2L _ 3L*2L 32
2 2 2 2
1 4L = 3L =
r~—§L
i — 4 .

Lat den stora cirkelns radie betecknas med rg. Lat Z betecknar mittpunkten pa den stora cirkeln. Vi

doper hornen i triangeln A,B,C. Notera att i triangeln ABC, sa dr o« = ZABC, och cos @ = i = %

A

/
o)



Triangeln AZB ir en likbent triangel med ena sidan lingd |AB| = 3L och de bada andra |AZ| = |ZB| =
rst. Vi har vinkeln /ZAB = g =90 — . Reglerna for sinus, samt att triangeln AZB ir likbent, ger
|AZ|

cos(/ZAB) = AB]/2)’

fran vilket vi far

3
EL = c0s(90 — &) ry = sin( o)y,

och vi vet frén trigonometriska ettan att sin(@) = v/1 —cos2a = /1 — % = @. Detta ger
, V8 9
EL = Sln(OC)rst = Trst = st = T\/gL

Da Area(Cyi) = mri och Area(Cy) = mr2, sa blir forhdllandet

—
‘ ©
h
~
[\
o]
—
O

Area(Co) i _ 3 5 9
Area(Cli) Vlzi (%L)Z % 2

. Bestim alla z € C si att 22 + Ziz ar reellt (d.v.s. imaginirdelen &r 0). Rita midngden i talplanet.

Losning. Notera forst att i ekvationen maste vi utesluta z = 0 fran 16sningsméngden, da den in-
nehiller en 1/z>-term (vi kan inte dela med 0!). Sa vi kan anta att z # 0. Vi siitter in z = x + iy, ddr
x,y € R. Vi rdknar ut
(x+iy)> =x* =y +i2xy,
1 (x—iy)? (x—iy)? 1 =y 2y
— = = = —1 .
(x+iy)* ()2 a—iy)? it i e iyt eyl

Om talet &r reellt, sd dr imaginérdelen 0. Da vi ser from ovan utridkning att imaginirdelen av

(x2 - y2 — ZExy)

1

. 12
(x+1) +(x+ﬁy)2

ar
2xy  2xy
eyt Pyl

sa den eftersokta ekvationen #r alltsa

2xy (Jx+iy|*—1),

_ 2xy
Cxeiyl4

1+ [x+iy| + [x+ iy + [x+ iy
(X+EY|4—1):(|x+ﬁ}’|—1)2xy<< b+ b |x|+ay|y4| | y)>.

Fran formen av det sista uttrycket, sa ser vi att imaginirdelen dr 0 om och endast om 2xy = 0 eller
|x+1iy| = 1. 2xy = 0 ger att talet antagligen ligger pa den reella eller imaginéra axeln (dock inte i
origo 7 =0, av tidigare nimnda skil). |x+fy| = 1 betyder att talet ligger pa enhetscirkeln. Vi kan rita

(6p)



denna méngden i talplanet sasom (vi indikerar omradet med —)

A

Im(z)
T 2i
- d
4 - 4k -~
‘ .
/ .

-2 A 1 2 Re(z)
] J L. Il
T T Nd T T

\ 1
A ’
. . ’

’
S~4-"1
+ —2i

Lycka till!



Formelblad

Trigonometriska formler

cos’z +sin®z =1

1+tan2x: 5
cos?x

sin(z + y) =sinx cosy + cosxsiny

(

sin(z — y) =sinz cosy — coszsiny
( ) = cosxcosy — sinzsiny
cos(x —y) =coszcosy + sinxsiny

tanz + tany
t = %
an(z +9) 1 —tanztany

sin 2z = 2sinz cosz
cos2r = cos®x —sinx = 2cos*xr — 1 =1 — 2sin 2
2sinz cosy = sin(z + y) + sin(z — y)
2sinzsiny = cos(z — y) — cos(x + v)

2cosxcosy = cos(x —y) + cos(z + ¥)

Herons formel 7T = %\/(a +b+c)a+b—c)la—b+c)(—a+b+c)

sinA _sinB  sinC
by c

Sinussatsen

Cosinussatsen ¢ =a?>+ b — 2abcos ¢

absin C

Areasatsen T = 5

Arean av en ellips = mab

4rabe

Volymen av en ellipsoid = 3

Volymen av en cylinder = (Basarean) - (héjden)

(Basarean) - (hojden)
3

Volymen av en kon =
Arean av en sfir = 477°
Arean av mantelytan for en
cirkuléir cylinder = 2nrh
cirkulir kon = ar/r? + 12
Eulers formler: cosa = é(em +e7®), sina = %(em — et

de Moivres formel (¢™)" =™



