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Examinator: Thomas Wernstal , Matematiska vetenskaper, Chalmers
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Hjilpmedel: Inga

For betyget 3 (godkéint) kravs minst 20 poang (inklusive ev. bonuspoéng fran dugga 2,4 & 6 lasaret 25/26).

For betyg 4 eller 5 krivs dessutom 30 resp. 40 podng (inklusive ev. bonuspoing fran alla sex duggorna).

1. (a) Bestdm tangentlinjen till kurvan zye?* = 2¢¥ i punkten (1,2).

2 2

(b) Avgor om gransviardet  lim Ty
(z,y)—(0,0) T+Y

existerar.

(¢) Visa att f(z,y) = zy ar differentierbar i punkten (1,1). Anvéind definitionen !

(d) Lat D vara omradet som beskrivs av olikheterna 0 < z < 1,2 < y < 2. Visa att den
1

generaliserade dubbelintegralen / / —— 5 dzdy ar konvergent och berikna dess vérde.
D

(Iny)

2. Lat f(x,y) = 6xy—22?y—xy? och D vara triangelomradet med horn i (0, 0), (6,0) och (0, 6).
(a) Visa att f(z,y) <4 for alla (z,y) i ndgon omgivning av punkten (1,2).
(b) For vilka viarden pa k har ekvationen f(x,y) = k minst en 16sning (z,y) € D7
3. (a) Definiera vad som menas med areaelementet fér en parametriserad yta, och
ange speciellt areaclementet pa en sfiar 22 + 42 + 22 = a2 1 sfiriska koordinater.

(b) Bestidm tyngdpunkten (zr,yr, zr) for halvsfiren S: 22 + 32 + 22 =4, 2 >0,
d& den betraktas som ett tunt homogent skal (konstant densitet). Anvind att;

1 1 1 . N
;L»T:A//Sxd57yT:A//Sde,zT:A//SzdS,darAarareanavS.

4. Lat C vara skirningskurvan mellan paraboloiden z = 22 + 32 och planet z = 2y + 3.

(a) Bestdm hastigheten i punkten (2,1,5) hos en partikel som ror sig med den konstanta
farten 5 m/s moturs runt C (sett fran en punkt hégt upp pa positiva z-axeln).

(b) Bestam arbetet som filtet F = (x + 2,z + y,x + y) utrdttar pa en partikel som ror
sig langs den del av C déar > 0 fran (0, —1,1) till (2,1,5).

5. (a) Definiera begreppet normalytintegral och motivera att den ger flédet genom en yta.

(b) Bestim det totala flddet av filtet F = (ze® 7" ye® ¥ ze#*) ut ur det cylindriska
omradet Q: 22 4+¢y2<1,0< 2z < 1.

VAND!



6.

(a) Anvind variabelbytet v = x + 2t , v = z — 2t for att visa att alla 16sningar f(x,t),
med kontinuerliga andraderivator, till den endimensionella vagekvationen;

?f _ ,0%f
ot " ox?

har formen f(x,t) = G(z + 2t) + H(x — 2t), for nagra reellvirda funktioner G och H
av en variabel, med kontinuerliga andraderivator.

(b) Bestém den 16sning till differentialekvationen i (a) som ocksé uppfyller begynnelsevillkoren;

{ f(z,0) = 22
ft/(xvo) =T

7. Betrakta vektorfiltet F = (—y, z, 2x).

8.

(a) Bestdm och beskriv (med ekvationer och i ord) faltlinjerna till faltet F.

(b) Skissa nagra faltlinjer fran deluppgift (a) och sétt ut nagra pilar langs faltlinjerna som
markerar filtets riktning och styrka. Berdkna &ven rotationen av filtet F och sétt ut
néagra pilar i samma figur som markerar rotationsvektorernas riktning.

obs! skiss av pilar som markerar riktning pa faltet och dess rotation kan ge delpoédng,
dven om du inte lyckas bestdmma faltlinjerna.

(a) Definiera vad som menas med riktningsderivatan Dy f(a)
av en funktion f:R™ — R i en punkt a i riktningen v.

(b) Bevisa att Dy f(a) = Vf(a)ev.

Lycka till!
Thomas Wernstal

(4p)
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Trigonometri.

cos(x + y) = cos(x) cos(y) — sin(z) sin(y) sin(x) sin(y) = %(cos(;v —y) —cos(z +y))

sin(z + y) = sin(z) cos(y) + cos(z) sin(y)

sin(z) cos(y) = %(sin(a: —y) +sin(z 4+ y))

cos(z) cos(y) = %(cos(az — ) + cos(x + y)) tan(x) + tan(y)

t =
an(@ +y) 1 — tan(z) tan(y)
Integralkatalog
ot 1
/x“d:ﬂ = +C , a#-1 /fdx = Inlz|+C
a+1 T
/sinxdm = —cosx+C /cosxd;v = sinz+C
1
/ 5—dx = tanxz+C / = —cotx+C
cos? sin? x
x
/e”dw = &'+C /a”dw = a—+C,O<a7é1
Ina
1 1 !
/mdx = aarctang—kc s 0;750 f(x) = ln|f(x)|—|—C'
1 1
/\/ﬁda@ = arcsin%+0,a>0 /\/a—xde = 533 a—x2+garcsin%+0,a>0
1 1
/ﬁd:ﬂ = lnjz+V22+a/+C , a /\/x2+adx = i(x\/x2+a+aln|x+\/12+a|)+C’
2 +a

Maclaurinutvecklingar
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Ovrigt

fffg zp(z,y, z) dedydz
[[e p(z,y, 2) dzdydz

Masscentrum (xr, yr, 27) {6r Q ges av xp = , analogt for yr, zr.

p(x,y, z) ar densiteten.



