Reglerteknik SSY052/SSY310
Tentamen 2026-06-04

Tid: 8:30 — 12:30
Lokal: Johanneberg

Lérare: Knut Akesson, 0701-749525, Filip Rydin

Lararen besoker tentamenssalen vid tva tillfillen for att svara pa eventuella fragor.
Detta sker normalt sett en timme efter tentamensstart samt en timme fore tentamens
slut.

Tentamen omfattar totalt 25 poang, dir betyg tre fordrar 10 poéng, betyg fyra
15 poang och betyg fem 20 podng. Losningar och svar till alla uppgifter ska vara
tydligt motiverade och alla delsteg kunna foljas.

Losningsforslag till tentamen anslas pa kurshemsidan senast forsta arbetsdagen
efter tentamenstillfallet. Granskning av rattning sker den 8:e september kl. 12.15 —
13.15 (lokal anslas pa kurshemsidan). Kommer du senare mottages endast skriftliga
klagomal mot rattningen.

Tillatna hjdalpmedel:

o “Formelsamling Reglerteknik 2025”
» Bodediagram (dock ej lathund for att rita Bodediagram)
« Standardtabeller av typen Physics handbook, TEFYMA och Beta

o Chalmersgodkand raknare alternativt valfri kalkylator med rensat minne, ej
handdator/smartphone.

o For Erasmusstudenter ar lexikon, till och fran svenska, tillatet.

Inga anteckningar dar tillatna!



1
Betrakta det dynamiska systemet nedan

§(t) +9(t) = u(?)

a) Bestam y(t), t > 0, da u(t) = o(t) (enhetssteget), lat y(0) = ¢(0) = 0. (1p)

Ip

b) Bestam |G(j2)| och arg G(j2), dar G(s) = Y (s)/U(s) ar systemets overforings-
funktion.

(1p)

¢) Ange y(t) stationédrt (dvs for stora t) da u(t) = cos(2t). (1p)
Ip

2

En process med 6verforingsfunktionen

1
G(s) =
ska regleras med en Pl-regulator
1+7T;s
Fp[(S) = Kz S .

Onskad 6verkorsningsfrekvensen dr w, = 1.4 rad/s.

a) Bestam T; s att fasmarginalen blir ¢, = 50° vid den ovan angivna 6verkors-
ningsfrekvensen.
(3p)

b) Bestdm K; sa att 6verkorsningsfrekvensen blir w. = 1.4 rad/s. Om du inte 16ste
a) kan du héar anta att T; = 1.5.
(2p)

1
. Bestdm S(0) och kommen-

T 1+ Fpi(s)G(s)
tera vad vardet pa S(0) innebér for hantering av storningar, ange tydligt var
storningen paverkar for att tolkningen av S(0) ska bli korrekt.

(1p)

c¢) Infor kanslighetsfunktionen S(s)



3

Betrakta det roterande systemet utan dampning

dér vinkeln () ska styras till énskat lige med hjilp av momentet u(t). Antag att
bade vinkeln 6 och vinkelhastigheten w = 6 &r méatbara och dérmed kan aterkopplas.

a) Infor tillstandsaterkopplingen u = —L,x och bestam aterkopplingsmatrisen L,
sa att det aterkopplade systemet far poler i s = —a och s = —2a.

(2p)

b) Studera kretsoverforingen L(s) = L,(sI — A)™!B och rita ett bodediagram dér

frekvensaxeln normeras med «, dvs. uttryck L i den dimensionslosa frekvensen

v = w/a och rita mot v (vilket gor diagrammet oberoende av «). Ange speciellt

den normerade 6verkorsningsfrekvensen w./a och den resulterande fasmarginalen

©m. Kommentera hur fasmarginalen paverkas av det aterkopplade systemets
snabbhet. Om du inte 16ste a) kan du hir anta att L, = [a® 2a].

(2p)



4

Betrakta det olinjidra dynamiska systemet

i(t) = ay(t) — bsiny(t) + cu(t) cosy(t)

dér a,b,c > 0 ar konstanter, u(t) ar insignalen och y(¢) ar utsignalen.

a) Valj lampliga tillstandsvariabler och skriv systemet pa olinjar tillstandsform
T = f(x,u), Yy = g(:v,u).

(1p)

b) Bestam den jamviktspunkt (jamviktstillstand samt motsvarande konstanta

insignal ug) som svarar mot y = 0. Linjérisera dérefter modellen kring denna

punkt genom att berdkna Jacobianmatriserna och ange matriserna A, B och C
for den linjariserade modellen.

(2p)
¢) Ange systemets poler (uttryckta i a och b) och diskutera hur det linjériserade
systemets stabilitet beror pa relationen mellan a och b.

(1p)



5

En forsta ordningens process

1
s+1

G(s) =

ska regleras med en tidsdiskret I-regulator som ges av 6verforingsfunktionen

K:h

Faz) = z—1

For att astadkomma detta diskretiseras processmodellen med samplingsintervallet
h = 0.1 med antagandet att datorn lagger ut en styckvis konstant styrsignal. Antag
enhetlig negativ aterforing.

a)

b)

Diskretisera processen G(s) under antagandet om en styckvis konstant insignal
och bestdm den motsvarande differensekvationen for utsignalen y(kh).

(1p)
Bestdm integralforstarkningen K; sa att de bada polerna placeras som en

dubbelpol. Om du inte lyckas bestdmma det karakteristiska polynomet kan du
anta att det ar 22 — 1.6 2 + 0.63 + 0.02 K.

(2p)
Berdkna det kvarstaende felet (reglerfelet da k — 0o) da referenssignalen ar ett
enhetssteg. Du kan hér anvinda den tidsdiskreta slutvirdessatsen

JYim F(kh) = limy (1= =) F(2)

giltig da gréansvérdet existerar (dvs. da (z — 1)F(z) har alla poler innanfor
enhetscirkeln).

(1p)



6

1
En instabil process med 6verforingsfunktionen G(s) = P ska regleras med
s(s —

en PD-regulator F(s) = K;(1 4 Kass) i en aterkopplad slinga med enhetlig negativ
aterforing, dar vi antar att K7 > 0 och Ky > 0.

a) Bestdm med hjélp av Routh-Hurwitz stabilitetskriterium ett villkor mellan K
och K5 som garanterar att det aterkopplade systemet ar stabilt.
(2p)
b) Figuren nedan visar Nyquistkurvans utseende for kretsoverforingen L(s) =
F(s)G(s), dar korsningen med negativa reella axeln dr markerad med —K; K,
(positionen beror alltsa pa produkten K K5, men kurvans kvalitativa form &r
densamma for positiva K7, K3). Anvind Nyquists stabilitetskriterium for att
avgora stabiliteten i foljande fall, och motivera varje slutsats med hanvisning
till antalet RHP-poler hos L(s) samt antalet omslutningar av —1:

(i) Ki=K,=05
(i) Ky = Ky=2

(2p)
oo} ML)
O=7 Rell(s)
Lycka till!



Losningsforslag

Uppgift 1 (3p)

Systemet §j + ¢ = u ger med Laplacetransform och y(0) = y(0) =0

2 B _Y(s) 1
sY(s)+sY(s)=U(s) = G(s)= Us) ~ 3G+ D)

a) Stegsvar (1p)

Med U(s) = 1/s fas

1
Y= 367D
Partialbraksuppdelning:
1 —1 1 1

Invers Laplace ger

b) |G(j2)| och arg G(j2) (1p)

1 1

G2 = 72 (1 +j2) —4+ 52

1

. 1 1
‘G(j2>|: \/m \/— 2\/5

arg G(j2) = —arg(j2) — arg(1l + j2) = —90° — arctan(2) ~ —153.4°.

~ 0.224.

c) Stationirt svar pa cos(2t) (1p)

For ett stabilt system géller att u(t) = cos(wt) ger ystat(t) = |G(jw)] cos(wt +

arg G( jw)). Notera att systemet har en pol i s = 0, men cosinussignalen ger d&nda
en stationar periodisk 16sning. Resultatet blir

1 o
Ystat (1) = N cos<2t — 1534 )




Uppgift 2 (6p)

Process och Pl-regulator:

Vid w, = 1.4 rad/s:
/G (jw,) = —2arctan(w,.) = —2arctan(1.4) ~ —108.92°,

L = L ~ 0.338.

Glwe)l = 17 W2 2.96

a) T; for ¢, = 50° (3p)

Fasmarginalvillkoret vid 6verkorsning;:
LF(jwe) + £G(jw.) = —180° + ¢,,, = —130°.
Eftersom ZF(jw) = —90° + arctan(wT;) fas
arctan(w.T;) = —130° — ZG(jw,) + 90° ~ —130° 4 108.92° 4+ 90° = 68.92°.

wT; = tan(68.92°) ~ 2594 = | T~ 185s.

b) K; sa att w. = 1.4 rad/s (2p)

Magnitudvillkoret |F'(jw.)G(jw.)| = 1:

Ki c
Fljw)| = =1+ (wT})? = K= w0

we G(jwe)|\/1+ (wTh)?

Med T; ~ 1.85 s fran a):

1.4 1.4 1.4
0.338- (/L +(L4-1.85)2 0.338-v1+25942  0.338-2.780 ~

K, = 1.49.
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Alternativt — med antagandet 7; = 1.5 s:

1.4 14 1.4
K.

i = = = ~ 1.78.
0338 \/1+ (1.4-15)2 0338 -V1+212 03382326

K; ~ 1.78 (med ledningens T; = 1.5 s).

Observera: Vardet T; = 1.5 (fran ledningen) ger inte exakt fasmarginal 50° —
vid w, = 1.4 blir ZF(jw.) = —90° + arctan(1.4 - 1.5) = —25.5°, vilket ger ¢, ~
180° — 108.92° — 25.5° &~ 45.6° istéllet for 50°.

c) Kanslighetsfunktion och storningsundertryckning (1p)

Kretsoverforingen L(s) = Fpr(s)G(s) har en pol i s = 0 (integratorn i Fpy), sa
L(0) — oo och

1

SO =170

= 0.

Tolkning och storningens placering. Kanslighetsfunktionen S ér 6verforings-
funktionen fran en storning som verkar vid processens utgang till utsignalen. Med
en utgangsstorning d (och referens r) géller

L(s) 1

Y(s) = 17 L) R(s) + 17 L0 D(s),
T(s) S(s)

sa just for en utgangsstorning ar Y = S D. Att S(0) = 0 betyder darfor att en
konstant (stegformad) storning vid utgangen undertrycks fullstédndigt i stationér-
tillstand:

i 1
Yoo = £%53(3); =5(0) =0.

Detta ar en direkt f6ljd av integralverkan i regulatorn.

Det ar vasentligt var storningen verkar for att tolkningen ska bli korrekt: avlasningen
S(0) = 0 = full undertryckning géller for en utgangsstorning. Verkar storningen
istdllet som en laststorning vid processens ingéng blir 6verforingen G(s)S(s), och
man behéver da dven att G(0) ar dndlig (har ger det visserligen ocksa G(0)S(0) = 0,
men S(0) ensamt beskriver da inte undertryckningen).

8



Uppgift 3 (4p)

Processen 6 = u ska styras genom aterkoppling av bade vinkel och vinkelhastighet.

a) Tillstandsaterkoppling for poler i s = —a, —2a (2p)
Valj 21 = 6, z, = 0. Med insignal u och utsignal y = 6 blir tillstindsmodellen

: 0 1 0
= Ax+ Bu, y=_Cux, A:[O Ol,B:L],C:{l 0}.

Med v = —L,x = —{121 — lyx5 blir det aterkopplade systemet

0 1

Ag=A—BL, = [—61 4,

] ,det(sI — Ay) = 8%+ las + 1.

Jamfor med (s + a)(s + 2a) = s + 3as + 2a%:

L, = [2a2 3a] .

b) Bode av L(s) (2p)

(s]— Ayt = [3 1] - ll/s 1/52].

210 s 0 1/s

_ 0 Uy lys + ¢4
L(s)=Ly(sI —A) 'B= =+ = = .
(5) = Lu(sl — ) B = L 2 = 2

Kurvan har genomgaende tva integrationer (—40 dB/dec) i origo och ett nollstéille
(vid w = ¢1/¢5) som vrider upp lutningen till —20 dB/dec; fasen gar fran —180°
vid laga frekvenser till —90° vid hoga. Med normerad frekvens v = w/a blir |[L| =1
en andragradsekvation i v?. Strukturen — och dirmed svarighetsgraden — ér
densamma oavsett vilket L, du anvander; nedan visas losningen bade med ditt
svar fran a) och med det viarde som anges i ledningen.




Med korrekt L, = {2042 304} fran a):

3as + 202 , 2 + 3jv 4 4 9?2
Do) = 200200y = 2ER g VSR

Nollstélle vid w = 2a/3. Overkorsning ur 4 + 9v? = v*:

9+ /97 c
e L R T
(0%

Fasmarginal:

©m = 180° + arg L(jw,) = arctan(3v./2) = arctan(4.61) = | ¢, ~ 78°.

Med ledningens L, = {oﬂ 204} (om a) ej 16sts):

205 + o , 1+ 2jv 1+ 4v?
R T e 2 e

Nollstille vid w = /2. Overkorsning ur 1 + 4v? = v*:

=24+ VE a4 = v, ~206 = | 2~ 206
(e}

Fasmarginal:
©m = 180° 4+ arg L(jw.) = arctan(2v.) = arctan(4.12) =
Observera: Virdet i ledningen, L, = [a? 2a], motsvarar en dubbelpol i s = —a och

ger darfor inte samma svar som den korrekta polplaceringen i a). Har du anvént
ledningen blir alltsa ditt svar w./a = 2.06 och ¢, ~ 76°.

Effekt av snabbhet. Den normerade Bodekurvan ar oberoende av «, alltsa ar
fasmarginalen invariant under andringar av o. Man kan gora systemet godtyckligt
snabbt (storre o) utan att forsdmra stabilitetsmarginalen.

Uppgift 4 (4p)

Givet systemet

ii(t) = ay(t) — bsiny(t) + cu(t) cos y(t), a,b,c > 0.
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a) Olinjar tillstandsform (1p)

Bada nedanstaende (triviala) val av tillstandsvariabler ar giltiga; de skiljer sig bara
genom ordningen pa tillstanden.

Val 1: z1 =y, x5 = 9.

i‘l = Z9,

To =axy —bsinx; + cucoszy, f(x,u): . T2 79(%“):351,
axy —bsinz; + cucos

y:xla

Val 2: z1 =9y, x50 = y.

T1=axy — bsinxy + cucos s, )

) axy — bsin s + cucos T

T2 = X1, flz,u) = 1 , 9(w,u) = 3.
Y = T,

I det foljande (b och ¢) anvénds Val 1.

b) Linjarisering via Jacobianer (2p)

Jamviktspunkt. Vid jamvikt géller f(xg,up) = 0. Med yo = x19 = 0 och 299 = 0
fas

f1(0,0,u9) =0 (automatiskt), f2(0,0,u9) =a-0—0-04 cug -1 = cuy.

For jamvikt kravs alltsa ug = 0. Arbetspunkten ar (z19, 229, ug) = (0,0,0).

Jacobianer (allmiint). Den linjériserade modellen ar & = A% + Bi, § = C#

med 5 5 5
_9f g9 _ 9

A

) 9

Z0o,U0 Z0o,u0 Zo,uo

11



Berdkna deriverorna allmént:

of Oh
Of _ 0wy x| _ 0 1
Ox Of2 0fs a—bcosxy —cusinzy 0]’
3:151 8%2
of 0 dg
%_[ccosxll’ %_{1 0}'

Insdttning av arbetspunkten (0,0,0). Vid x; =0, u = 0 blir cosz; = 1 och
sinz; = 0:

% =a—b-1—c-0-0=a-0, % c-l=c
Oz (0,0,0) du (0,0,0)
Resultat:
0 1 0
A= la_b 0], B= H C = [1 0}
c) Poler och stabilitet (1p)
det(s] — A) = det[_(as_ D) —31] =s°—(a—b)=0 = s=+Va-—0

Stabiliteten beror pa tecknet hos a — b:

e a > b: En pol vid s = +v/a — b > 0 ligger i hogra halvplanet. Systemet ar
instabilt (den linjara ay-termen dominerar over aterstéllande —bsiny).

e a < b: Polerna s = +jvb— a ligger pa imaginara axeln. Systemet ar
marginellt stabilt (oddmpad oscillator).

e a = b: Dubbelpol i s = 0. Systemet &ar instabilt (algebraisk vixt).

Uppgift 5 (4p)

Process G(s) = 1/(s+1), samplingsintervall b = 0.1, regulator Fy(z) = K;h/(z—1).

12



a) Differensekvation (1p)

ZoH-diskretisering ger den tidsdiskreta overforingsfunktionen

Galz) = L&) (g z—1>z{G(5)} —(1— Y z{l - 3

U(z) s s s+1
1 1 z z 2(1—e™h) 1—e"
Z —_— = — = = G - .
{5 S—i-l} z—1 z—e? (z=1)(z—e") al2) z—eh
0.0952
M =0.1 (e7%! =~ 0.9048): ~N—
ed h =0.1 (e 0.9048): G4(2) 09048

Korsmultiplikation (z — e™)Y(2) = (1 — e ")U(2) och tolkning av z som ett
framatskift (2Y(2) <> y((k + 1)h)) ger differensekvationen

y((k+1)h) = e y(kh) + (1 — e ") u(kh),

dvs. med h = 0.1

y((k +1)h) = 0.9048y(kh) + 0.0952 u(kh).

b) Karakteristiskt polynom och K; fér dubbelpol (2p)

Med enhetlig negativ aterforing: 1 + Fy(z)Gq(z) = 0:
(z—1D(z—e ")+ Kh(1 —e ™) =0.

Insatt h = 0.1:

2* —1.905 2 + 0.905 + 0.00952 K; = 0.

En dubbelpol fas genom jamforelse med (z — 29)? = 22 — 229z + 23: forst zg =
(koefficienten framfor z)/2, dérefter 22 = (konstanttermen). Notera att eftersom K
endast paverkar konstanttermen (inte z-koefficienten) bestams dubbelpolens lége
zo helt av z-koefficienten och kan inte véljas fritt; K; ar den enda fria parametern
och stalls in s& att diskriminanten blir noll. Rékningen &r likadan oavsett polynom;
nedan visas 16sningen bade med det korrekta polynomet och med det polynom som
anges i ledningen.
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Med korrekt polynom 2% — 1.905z + 0.905 + 0.00952K;:

229 = 1.905 = zp = 0.9525, 22 = 0.9073 = 0.905+0.00952 K; = | K; ~ 0.24 (2 ~ 0.953).

Med ledningens polynom 22 — 1.6z + 0.63 + 0.02K; (om polynomet ej
bestamts):

220 =1.6 = 2 =08, 22=064=063+002K,=| K, =05 (2 =0.8).

Observera: Polynomet i ledningen ar inte det korrekta karakteristiska polynomet
och ger darfor ett annat svar. Har du anvént ledningen blir alltsa ditt svar K; = 0.5
(med z5 = 0.8).

c) Kvarstaende fel for stegreferens (1p)

Reglerfelet vid aterkoppling ar
R(z)
(2) = :
1+ L(z)

Diskreta slutvirdessatsen ger

Cne _l«ig%(z_l)f) :ﬁlgi 1+1L(z) : (Z—lz)R(Z)'

For stegreferens R(z) = z/(z — 1) blir (z — 1)R(2)/z =1, sa

Eftersom Fy(z) = K;h/(z — 1) har en pol i z = 1 (diskret integrator) géller

L(z) — oo nar z — 1, och darmed

Det kvarstaende felet vid en stegformad referens ér alltsa noll.

Uppgift 6 (4p)

Process och regulator:

G(S) = . F(S) :K1(1+K28), Kl,Kg > 0.
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a) Routh-Hurwitz (2p)

Med negativ enhetséaterkoppling fas det karakteristiska polynomet ur 1+ F(s)G(s) =
0:
s(s—1)+ Ki(1+Kys)=0 = s+ (K Ky,—1)s+ K, =0.

Fér andra ordningens polynom s + as + b kriavs a > 0 och b > 0:
KiKo—1>0 och K;>0.

Eftersom K7 > 0 ar givet:

b) Stabilitet via Nyquist for tva fall (2p)
Kretsoverforingen L(s) = K;(1 + K3s)/(s(s — 1)) har antalet RHP-poler P =1
(polenis=1).

Bestédm korsningen med negativa reella axeln. Med

Ki(14+ K K
Lijw) = (14 jKw) 1

1-— KQOJ2
= 1+ K sl
Jjw(jw —1) 1+ w? (L4 1)+ w

fas imaginardelen = 0 vid w, = 1/y/K,, dar
L(jwﬂ) = _KlKQ.

Nyquists kriterium kraver Z = N 4+ P = 0 for stabilitet, dar N ar antalet medurs
omslutningar av —1. Med P = 1 kréavs alltsa en motsols omslutning (N = —1).
Detta intraffar precis néar korsningen ligger till vanster om —1, dvs KKy > 1.

(i) K1 = Ky = 0.5, dvs KKy = 0.25: Korsning vid —0.25, till hoger om —1.
Kurvan omsluter ¢j —1, alltsa N =0. Z =N+ P=0+1=1—en pol i RHP for
det slutna systemet. Instabilt.

(ii) K; = Ky =2, dvs KKy =4: Korsning vid —4, till vanster om —1. Kurvan
omsluter —1 motsols en gang, dvs N = -1. Z =N+ P =—-1+4+1=0 — inga
RHP-poler. Stabilt.
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Sammanfattningsvis: stabilitet erhalls iff K7 K, > 1, vilket 6verensstammer med
Routh-Hurwitz i a).
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