LOSNINGSFORSLAG TENTA 2022-08-23

1. (a) Vi observerar att bade y/x — /2 och \/x viixer mot oéndligheten niir = blir stort och
saledes maste vi avgdra hur mycket dessa tva termer tar ut varandra for att kunna forsta
vad gréansvérdet blir. Vi anvéinder konjugatregeln fér att skriva om uttrycket:

T—00 T—00 ( /1'_\/54‘ \/5)
= lim — VT .
T—00 /r — \/5_’_ \/:E
Vi kan nu bryta ut y/z ur ndmnaren som ger oss att
lim — VT = lim — Ve
T—00 /9:—\/:?—1—\/5 T—00 \/E( —ﬁ"i‘l)

1
= lim e
T—r00
Q/l_ﬁ‘i‘l

Slutligen anvinder vi att ﬁ — 0 néir * — oo, att funktionen y — /y &r kontinuerlig i

y = 1, och vara riakneregler for grinsviarden for att se
1 1 1

im ———— = _—__

Nz

1
Svar: lim \/z — V2 — Vo = ——.
T—00 2

(b) I detta grénsvérde ser vi att ndmnaren antar vérdet noll i den relevanta punkten z = 3
vilket gor uttrycket odefinierat dér. Vi faktoriserar polynomen i ndmnare och téljare var
for sig:
2® —9r =ax(x —3)(x +3) och 2?2z —3=(z—3)(z+1).
Vi finner att for alla x # 3 sa har vi att
23— 9z _z(z-3)(z+3)  z(x+3)
e®(z2 —2r—3) e (x—3)(z+1) e*(z+1)

z(x+3)
e~ (z+1)

ar skild fran noll ndra x = 3 géller det att = —
1

ar kontinuerliga funktioner och némnaren

z(z+3)
e~ Z(z+1)

Da bade téljare och ndmnare i braket

ar vildefinierad och kontinuerlig
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kring x = 3. Alltsa har vi visat att
23— 9z . z(z +3) 3(3+3) 9e3

1‘ pr = = —.
i3 ev(22 — 2z —3) anse<(z+1) e33+1) 2

S I 3 — 9x 9e3
var: lim = —.
a—3 e (22 — 22 — 3) 2

2. Integralen &r generaliserad for att integrationsomradet dr obegriansat. Notera att in-
tegranden Fl(:p)Q ar kontinuerlig och begrinsad pa hela intervallet (e, 00) sa integralen &r

endast generaliserad av denna anledning. Enligt definitionen &r integralen konvergent om
och endast om grénsvéirdet
R
1

lim ——dx

R—oo J, xln(x)?
existerar, och i sa fall ger detta griansvirdet dven integralens vérde.
For att hitta griansvirdet behover vi berdkna integralen feR W dx for ett godtyckligt

R > e. Genom variabelbytet y = In(x) finner vi att

LA In(R) 1 17In(R) 1
[ [ L A L
e wln(z)? 1 y? yl1 In(R)

Da In(R) — oo da R — oo ser vi att
B 1

li ——dr=lim 1 - ———=1
Roc . xln(x)? T RS In(R)

Saledes har vi visat att den stkta integralen dr konvergent och dess vérde &r 1.

o0 1
Svar: ——dz =1.
var /e xIn(z)? v

3. Pa de tre delintervallen (0,%), (3,2%) och (2F,27) ges f som en kombination av ele-

mentéira funktioner som vi vet 4r bade kontinuerliga och deriverbara dar de &r definierade.
Séledes &r f kontinuerlig och deriverbar i alla punkter i (0, %) och (5, 2%) och (2, 2). Det
aterstar att undersoka de kvarvarande punkterna 7, %r och 27.
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(a) Enligt definitionen av kontinuitet &r funktionen f kontinuerlig i en punkt a om och
endast om lim, 4 f(2) = f(a). Sa vi behéver kontrollera om detta staimmer for a = 7,0 =
%’r och a = 2.

I punkten ¥ har vi att f(§) = —=2~

lim f(z) = lim = - 1=1,
=5 =5 bl

lim f(z) = lim sin(z)? = sin(g)2 =1,

2
dér vi anvénde att x — % + 1 och x + sin(z)? bada &r kontinuerliga funktioner i .

Da héger- och viinstergrinsvirdet sammanfaller sa har vi att limx_% f(z) = 1. Da detta

virde stammer 6verens med funktionsvirdet i I s& har vi visat att f dven &r kontinuerlig

- 2
1 bR
I punkten %’T har vi att f(%r) = %’T — %T =0,
. . . s 1
lim f(z)= lim sin(z)” = =,
z—5T7 z—5T7 2
. . om
lim f(z)= lim z——=0.
5t RN 4
4 4
Dir vi anviinde kontinuiteten av de elementiira funktionerna z + sin(z)? och x + x — %’r.

Da hoger- och vanstergriansvirdet inte sammanfaller sa existerar gransvirdet inte grins-
vérdet lim,_ s+ f(x) och funktionen f &r darfor inte kontinuerlig i %’r.
4

For punkten 27 finns det bara en riktning fran vilken vi kan nidrma oss och kontinuiteten

av f foljer fran kontinuiteten av x — = — %’r:
5%8 om 3w
li = 1l —— =21 — — = — = f(2m).
Jp @)= - == =ien

5

Svar: f ar kontinuerlig pa (0, 2F) U (%’r, 27], d.v.s. pa hela dess definitionsméngd férutom

5
punkten 2f.

(b) Enligt definitionen &r en funktion f deriverbar i en punkt a i det inre av sin defini-

tionsméngd om och endast om gransvirdet limy_,q W existerar. Da 27 inte dr en
inre punkt i (0, 27] sa aterstar det att undersdka deriverbarheten av f i de tva punkterna

5 och %T. Men da vi visat i kursen att om en funktion &r deriverbar i en punkt sa dr den

kontinuerlig dér sd kan vi frén vart svar pa (a) inse att f inte &r deriverbar i 2% (d& f inte
ar kontinuerlig dér).
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For att kontrollera om f &r deriverbar i § undersoker vi det relevanta grénsvérdet genom
att berdkna hoger- och vénstergransviardena separat. Vi vill berdkna

(2 cos(Z+h)?

£5+1) ~ 5(5) e+ -1

li = [i
h0- 0 h
och
i [(5+h)—f(3) _ sin(§ + h)? —1
h—0+ h h—0+ h

Dessa griansvirden gar att berdkna pa flera olika vis som vi jobbat med i kursen (till
exempel med hjilp av 'Hopitals sats). Jag viljer att berikna dem genom att kdnna igen
dem som grénsvirden som definierar derivatan for funktioner vi vet hur man deriverar,
namligen g(z) = M +1 och r(z) = sin(z)?. Vi vet att bade g, r &r deriverbaraiz = %
da de definieras som kombinationer av elementéra funktioner. Enligt vara deriveringsregler
finner vi att

—4si —2 2
g (z) = sin(e) cos(a;);r cos(2) och 7/(z) = 2cos(z)sin(z).
T
Dérav dr ¢'(§) = 0 och /(%) = 0. Enligt definitionen av derivata har vi att

(T 2
(=45 ) -

2

(T . .
0=y'(3) = Jim h h0 h

och likasa ar

s ™ (T 2
oo (5) < g HEED )y G
h—0 h h—0 h
Vi ser darfor att de gransvirdena som vi vill berdkna ovan bada existerar och har vérdet
0. Saledes har vi visat att
fG+h-r13)

i =0
e h ’

sa f ar deriverbar i § med f'(3) = 0.

Svar: f ir deriverbar pa (0, 2%) U (2F, 2).

4. (a) Vi vill skriva z pa formen z = |z|(cos(#) + isin(f)) for nagot tal 6. Da vi kan skriva
Z som 2(—% + ?z) ser vi att vi kan ta 0 = %

Svar: z = 2(cos(&F) + isin(ZF)).
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(b) Enligt de Moivres formel sa &r (2(cos(#) +isin(f)))™ = 2"(cos(nf) +isin(nd)) for varje
n € Z och 8 € R. Genom att applicera detta med n = 119 och anvénda vart svar fran
(a) att finner vi att 119%7r ar ett virde for argumentet av 2. DA de olika virdena pa
argumentet skiljer sig med heltalsmultipler av 27 och 119%7r = —%’r + 120%7r = —%’r + 807

finner vi att det sokta argumentet &ar —%’r.
Svar: Det sokta argumentet &r —%’r.
4

(c) Lat w uppfylla ekvationen w* = z. Om vi skriver w pa poldr form som |w|(cos(y) +
isin(yp)) for nagot ¢ € R kan vi med hjilp av de Moivres formel skriva ekvationen som

|w|*(cos(4y) + isin(4y)) = Q(COS(%) + isin(%r)).

Den ekvationen giller om och endast om |w|* = 2 och 4¢ = %’r + 2k for nagot k € Z. Vi
har darfor visat att argumentet av w, d.v.s. ¢, maste uppfylla att

_m km

7T
for nagot k € Z. Likasa har vi funnit att for varje k € Z finns det en 16sning w till ekvationen
w* = z med argument @), = % + AT (namligen wy = 21/4(cos(pr) +isin(pr))). (Notera att
olika virden av k € Z kan motsvara samma losning, det géller ndmligen for varje k € Z att

Wy = ’wk+4-)

4

Svar: Om w l16ser w* = z kan argumentet for w skrivas som g + %’T for nagot k € Z.

5. (a) Ekvationen &r en linjir forsta ordningens differentialekvation med icke-konstanta
koefficienter. Vi loser ekvationen med hjilp av att hitta den integrerande faktorn.

Da (—2sin(t))’ = —2cos(t) finner vi att om vi multiplicerar ekvationen med =25 g3
kan den skrivas som

. / . .
(u(t)e_2 Sm(t)) = 725 (! (1) — 2 cos(t)u(t)) = e~ 250 cos(t).
Om vi tar primitiva funktioner av bigge sidor av denna ekvationen ser vi att

u(t)e—Qsin(t) _ /e—Qsin(t) COS(t) dt = /(_e—Qsin(t)/2)/dt _ _e—QSin(t)/2 +C,

for nagon konstant C. Vilket dr ekvivalent med att

u(t) = Ce?sn(t) _ % .
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62 sin(t)

1
Svar: Losningarna till differentialekvationen ges av u(t) = C 3 for nagon val av

konstanten C.

(b) Om wu dr en l6sning sa har vi fran (a) att u(0) = Cle2sin(0) _ % —C - % Likass &r
u'(t) = 2C cos(t)eZSin(t) och siledes dr /(0) = 2C.

Villkoret «/(0) = u(0) kan dirav skrivas som
1
2C0=C-<
2

som vi ser har den unika 16sningen C' = —%.

o . . . . 2 sin(t
Svar: Ja det finns en sadan 16sning, ndmligen u(t) = —% = %

(c) Pa samma siitt som i (b) kan villkoret «/(0) = 2u(0) skrivas som

20:2(0—%) & 0=-1
sa det finns inga sadana losningar.
Vi observerar att detta kan ses direkt fran differentialekvationen: om u'(0) = 2u(0) sa blir
vénsterledet i ekvationen vid t =0
1’ (0) — 2cos(0)u(0) = 2u(0) — 2u(0) =0
men hogerledet blir
cos(0) =1,

och da 0 # 1 s& &r detta en motségelse.

Svar: Nej, det finns ingen sadan 16sning.

6. Lat h(t) vara hojden av vattenytan som en funktion av tiden ¢ och lat V' (h) vara funk-
tionen som beskriver volymen av vattnet nér ytan har héjden h cm. Det vi vill rdkna ut ar
B (t) vid den tiden sadan att h(t) = 10 cm.

Fran uppgiften vet vi att volymen vatten i behallaren fordndras med konstant hastighet 20

cm? /s vilket innebér att

d
%(V(h(t))) =20 cm?®/s.



LOSNINGSFORSLAG TENTA 2022-08-23 7

Med hjilp av kedjeregeln kan detta skrivas som V'(h(t))R'(t) = 20 cm?3/s. Hér ser vi att
B'(t) dyker upp vilket &r bra, for det dr just denna derivatan vi énskar berikna. Om vi
bryter ut h'(t) ur ekvationen finner vi férhallandet

20
W)= ——— .
9= v
For att kunna fa fram derivatan vid rétt tidpunkt behover vi forsta vad V/(h(t)) ér vid
den tiden da h(t) = 10 cm, d.v.s. V'(10) (notera att vi inte behdver veta nagonting om vid
vilken tid detta hénder).

An sa linge har vi inte anvint att vi vet nagot om tvérsnittsarean av behallaren. Men som
vi sett 1 kursen kan man skriva volymen av en kropp som integralen av arean av tunna
skivor av denna kroppen, vilket i vart fall innebér att

h
V(h):/o A(s) ds.

Eftersom vi har fatt A givet som en funktion av hdjden kan man beridkna denna integra-
len, och sedan derivera det uttrycket man far med avseende pa h for att finna den sokta
derivatan. Men det ar smidigare att anvinda analysens huvudsats som direkt ger oss att

V'(h) = A(h) = wh(2 + sin(7h)) cm?.

Sa enligt ovan far vi att vid den tiden da h(t) = 10 cm sa géller det att
20 20 20 20

M(t)

= — cm/s.

T V(@) A(h(t))  A(10)  10m(2+sin(107))

1

Svar: Vattenytans hojd stiger med — cm/s vid den tidpunkt da vattenytan nar 10 cm ovan
T

botten.

2z
1422

vildefinierad och desutom deriverbar pa hela R enligt sats i kursen. Aven y + arctan(y)
vet vi dr véldefinierad och deriverbar pa hela R. Saledes dr g bade definierad och enligt
kedjeregeln deriverbar pa hela R med derivatan

22) — 422 _ g2
Sy = 2L+ ) — 4 1 201 —a?)

(1+ 22)? 1+(13_J;2)2_x4+6x2+1’

7. Da 1 + 22 ar skilt fran noll for alla 2 € R sa ir den rationella funktionen z +—

1
1+y?-

dér vi anvénde kvotregeln och att (arctan(y)) =
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(a) D& 2% +62%+1 > 0 for alla z € R ser vi att tecknet av ¢'(z) #r detsamma som tecknet
av 1 — 2. Saledes finner vi att g 4r viixande pa intervallet (—1, 1) och avtagande pa de tva
intervallen (—oo, —1) och (1,00). Eftersom g &r en kontinuerlig funktion sa innebér detta
att g dr vixande pa intervallet [—1,1] och avtagande pa de tva intervallen (—oo, —1] och
[1,00)

Svar: Funktionen g &r vixande pa intervallet [—1, 1] och avtagande pa de tva intervallen
(—o0,—1] och [1, 00).

(b) Da g &r vildefinierad och kontinuerlig pa hela R sa finns det inga vertikala asymptoter.

Det aterstar att undersoka mojliga sneda eller horisontella asymptoter da z — oo och
x — —oo. Men da arctan(y) dr begridnsad sa kan vi utesluta att det existerar nagra sneda
asymptoter, och vi behover enbart undersoka mdojliga horisontella.

2x
1422

Nér x — oo giller det att — 0, och vi finner att

le g(x) = arctan(0) = 0.

Sa y = 0 ar en asymptot till funktionsgrafen mot oo.

2x
1+

Nar x — —oo giller det att > — 0, och vi finner att d&ven

lim g(z) = arctan(0) = 0.
T——00

Sa y = 0 ar en asymptot till funktionsgrafen mot —oo.

Svar: Funktionsgrafen y = g(z) har linjen y = 0 som asymptot bade da * — oo och da
T — —o0.

(c) Vi sammanfattar det vi funnit ovan i en tabell

r— —oo |z < -1 rz=-1 -l<z<l1 r=1 r>1|xz— 00
q — 0 + 0 —
g =0 N arctan(—1) = =7 Va arctan(l) = 7 | — 0

Fran tabellen ser vi att g antar bade ett storsta och minsta vérde, ndmligen 7 respektive
_r

1
Svar: Funktionen g antar bade ett storsta och minsta vérde.

(d) Fran (c) vet viatt —7 = g(1) < g(z) < g(1) = 7. Da vi konstaterat att g &r kontinuerlig
sa séger satsen om mellanliggande viirden att g dven antar alla virden mellan —7 och 7,
d.v.s. dess virdeméangd ar [—7, 7).
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Svar: Funktionen g har virdeméngd [-7%, 7]

(e) Nedan finns en figur visandes grafen av g. Hér ser vi att g dr avtagande pa (—oo, 1],
antar sitt minimum i x = —1, vixer sedan upp till sitt maximum i x = 1 for att sedan avta
pa [1,00). Man ser dven att grafen nédrmar sig linjen y = 0 da © — oo och z — —o0.

8. Lat t beteckna tiden i sekunder miitt fran den tidpunkten som refereras till i uppgif-
ten. Lat ocksa s(t),v(t) och a(t) vara funktionerna som respektive anger strickan som
bilen firdats, bilens hastighet, och bilens acceleration vid tiden ¢. Vi har att s'(¢) = v(t)
(foréindringshastigheten av strickan ér bilens hastighet) och s”(t) = v/(t) = a(t) (féréind-
ringshastigheten av bilens hastighet ges av accelerationen).

Det vi vet fran uppgiften dr att s(0) = 2000 m, v(0) = 10 m/s och att for varje ¢ € [0, 30]
giiller det att —% < a(t) < 1.
Enligt Taylors sats sa finns det for varje t € [0,30] ett a € [0, 30] sadant att
S//(a)
2
pa samma vis sa finns det for varje ¢ € [0,30] ett 8 € [0,30] sa att
v(t) = v(0) + o' (B)t.

I det forsta fallet anvéinde vi Taylors sats kring punkten ¢ = 0 till andra ordning for
funktionen ¢t — s(t) och i det andra fallet till forsta ordningen for funktionen ¢ — v(t).

s(t) = s(0) + s’ (0)t + 2

(a) Fran ovan har vi att fér varje ¢ finns det 3 € [0, 30] sa att
v(t) = v(0) + ' (B)t = v(0) + a(B)t.
Da vi vet att v(0) = 10 och att a(t) < 1 for alla ¢ € [0,30] sa finner vi dérfor att
v(t) <104+t =10+t m/s.

<40 m/s, d.v.s. hastigheten begrinsas fran ovan av 40 m/s.
m/s? for varje t € [0,30] s& har vi likhet i alla steg ovan vid

Da t < 30 sa finner vi att v(t
Men om det &r sa att a(t) =

)
1
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tidpunkten ¢ = 30 s. Saledes utifran den information vi fatt sa &r detta den allra hogsta
hastigheten som bilen méjligtvis kan ha uppnatt just 40 m/s.

Svar: Den hogsta hastigheten som kan ha uppnatts dr 40 m/s.

(b) Pa liknande vis som i (a) sa finns det enligt Taylors sats ett « € [0,20] sa att

s//(a)

5(20) = 5(0) + 5/(0)20 + Z52220% = 2000 + 10 - 20 + al@)

—=400.
2
Da vi vet att a(a) < 1 m/s sa finner vi att
5(20) < 2200 + 200 = 2400 m.

Aterigen sé giller likheten ovan om a(t) = 1 m/s for varje t € [0,20] sa detta &r det biista
vi kan séga utifran den givna informationen.

Svar: Den ldngsta totala strickan som bilen kan ha fardats efter 20 s &r 2400 m.

(c) Pa liknande vis som i (a) och (b) sa finns det enligt Taylors sats ett « € [0,30] sa att

"
s(30) = s(0) + 5'(0)30 + 8;0‘)302 — 2300 + a(zo‘)e)oo.
>

Da vi vet att a(e) > —% m/s s finner vi att
5(30) > 2300 — 150 = 2150 m.

Likheten géller ovan om a(t) = —1 m/s for varje ¢ € [0,40] si detta &r det bésta vi kan
sdga utifran den givna informationen.

Svar: Den kortaste totala strackan som bilen kan ha fardats efter 30 s 4r 2150 m.



