LOSNINGSFORSLAG TENTA 2024-05-31

1.(a) Vi anviinder oss av variabelbytet 1 + 22 = u

1+22 =u
In(1 + 2?) dx =
/x n(l+2%) do {Qxdx :du}

:/ln(Qu)du

:uln(u)—u+c
2
_ (1+2%)h( +2:c2) —(1+2?) LC
1+ 2?

=3 (In(1+2?) —1)+C.

Vi observerar att integralen kan beriknas pa flera andra vis, bland annat med hjélp av
partiell integration.

1 2
Svar: /:rln(l +2%) dx = %(ln(l +2%) - 1)+ C.

(b) Vi anvénder oss av partialbraksuppdelning.

Vi noterar att polynomet i téljaren har ldgre grad &n polynomet i nimnaren sa vi behover
inte forst utfora polynomdivision. For att hitta partialbraksuppdelningen sa behover vi
forst finna alla nollstiillen till polynomet i ndmnaren, 2> — 2 — 6. Vi finner med hjilp av
kvadratkomplettering att

2 —r—6=0 < z=3ellerzr =—-2.

Vi har saledes att det existerar konstanter A, B sadana att

x A B
= for all e R\{-2,3}.
22 —1—6 :c—3+x+2 oralaw \ }
Vi forlinger bada sidor med z? — 2 — 6 och far med hjilp av kontinuitet av hoger- och
vénsterledet att

r=A(zx+2)+ B(x—3) foralzekR.
Vi finner A, B genom att underscka ekvationen for x = 3 och x = —2. Fér x = 3 har vi att

3=54A <+— A:%

1
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For x = —2 har vi att
—2=-5B <+—= B-= %
Vi har alltsa funnit att
T3 L2 grallazeR\{-23).

22—z —6 5x—-3) 5(x+2)

Om vi atergar till den sokta integralen har vi darfor att

1 x L7z 1 2 1
— Y dx= = + = dx
,11’2*1'*6 -1 5x—3 5$+2

2
= Eln\x—3\+gln|m+2|]

=
r=—1

- gm(z) + %m(g) — gln(4) - gln(l)
= £ I0(8) + £ In(9) — £ In(64)

1

5

,_.
=
/N
| ©
N2

8

1 T 1 9
Svar: /1Jj2—33—6dx: glﬂ(g)

(c) Integralen i fraga &r generaliserad da z +— ﬁ ej dr begrinsad da z ndrmar sig 7.

Enligt definitionen av generaliserade integraler sa &r integralen konvergent om och endast
om gransvirdet
T—0 1
lim dx
e—01 Jo r—T

existerar. For varje ¢ > 0 kan vi berdkna integralen i gransvérdet,

mT—E€ 1 e
/0 x—ndx: [ln\:v—w”o = In(e) — In(m).

Vi finner saledes att
T4 1
lim dr = 00
e—0t Jo x—m

och konstaterar att den generaliserade integralen i fraga dr divergent.

™
Svar: Den generaliserade integralen / dx &r divergent.
0

xr—T
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2.(a) Eftersom 1 + u(t)? > 0 sd dr ekvationen i frigan ekvivalent med den separerade

ekvationen
u'(t)
1+ u(t)?
Vénsterledet kédnns igen som derivatan av ¢ — arctan(u(t)) sa genom att ta primitiva
funktioner av bada sidor av denna ekvation finner vi att om u 16ser ODEn sa &r

arctan(u(t)) = sin(t) + C

= cos(t) .

for nagon konstant C' € R. Genom att anvinda villkoret «(0) = 0 sa finner vi att f6r den
sokta 16sningen har vi

arctan(0) =sin(0) +C = C=0.
Sa den sokta losningen uppfyller att arctan(u(t) = sin(¢) och genom att ta tangens av

hoger- och véansterledet kommer vi fram till att

u(t) = tan(sin(t)) .
Svar: u(t) = tan(sin(t)).

(b) Differentialekvationen i fragan &r en inhomogen linjir ekvation av andra ordningen med
konstanta koefficienter. Enligt en sats i kursen kan vi hitta alla 16sningar till denna ekva-
tionen genom att hitta en 16sning till ekvationen och finna alla 16sningar till den homogena
ekvation y” + 2y’ + 2y = 0.

Vi borjar med att hitta alla losningar till y” + 2y’ + 2y = 0. Detta gors via att 16sa den
karakteristiska ekvationen

P42 +2=0 <= r=-1—iellerr=—-1+i.

Enligt en sats vi visat i kursen ges saledes alla 16sningar till den homogena ekvationen pa
formen
yn(x) = Cre " cos(x) + Cre” “sin(x) for konstanter C1,Cy € R.

Vi soker nu en partikuldrlosning till ekvationen i fragan. Da hogerledet ges av en linjér-
kombination av e och e™* stker vi en 16sning pa formen x — Ae® + Be™® for konstanter
A, B € R. Inséttning i vinsterledet av ekvationen ger

(Ae® + Be™™)" 4+ 2(Ae” + Be™™) + 2(Ae” + Be™™)"
= Ae” + Be™* +2(Ae” — Be™ ") + 2(Ae” + Be™™)
= 5Ae” + Be™".
Vi finner saledes att x — Ae® + Be™” 16ser var ekvation om vi véljer A = %0 och B = %

Det vill sdga vi har funnit att en l6sning till ekvationen ges av

et e %

yp(m):ﬁ+7.
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Enligt en sats i kursen kan samtliga losningar da skrivas som summan av denna partiku-
larlosning och en 16sning till motsvarande homogena ekvation. Vi har alltsd funnit att alla
l6sningar ges av

x —x

y(z) = (12—0 + 67 + Cre T sin(x) + Coe” “ cos(x) for konstanter C1,Cy € R.
e’ e”
Svar: Alla l6sningar till ODEn ges av y(x) = RS + Cre” “sin(x) + Coe™ cos(z) for

konstanter C1,Cy € R.
3. Se anteckningar foreldsning 15.

4. (a) For att ta fram Taylorpolynomet till f kring 0 av ordning fyra behover vi berdkna
de forsta fyra derivatorna av f. Vi har att

f'(z) =4z — 2sin(2z), f"(zr) =4 —4cos(2x), f"(x)=8sin(2z), f"(x)=16cos(2z).
Vi noterar att

F0) =1, F1(0)=0, f(0)=0, f”(0)=0, f"(0)=16.
Enligt definitionen &r Taylorpolynomet till f av grad 4 kring 0 saledes

2 4

=14 —-z".
—1—33:

2
Svar: Taylorpolynomet till f av ordning 4 kring 0 &r P(x) =1+ §£U4.

(b) Enligt Taylors sats och svaret pa (a) géller det att

fl@) =14 20 + 0" diz—0.

3
Saledes har vi att
. fl@) -1 %x4+0($5)_. 2 2
i T = =l (5 ow) = 5.
(x)—1 2
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¢) En funktion g: D, — R ar kontinuerlig i en punkt a € D, om och endast om det géller
g g
att

lim g(z) = g(a) .
Da h i uppgiften ar kontinuerlig for alla x # 0 da den pa intervallen (—oo,0) och (0, c0) ges
av kombinationer av elementéira funktioner som vi har visat dr kontinuerliga under kursen.
Saledes behover vi bara underscka kontinuitet i 0. Vi berdknar hoger- och vinstergrians-
vérde for h(0) da z — 0
lim A(z) = lim k =k = h(0),

z—0~ z—0~
och, enligt vart svar pa (b),

lim h(z) = lim J@) =1 :g.

z—0t z—0t x4 3

Vi finner saledes att & &r kontinuerlig om och endast om k = h(0) = 2.

Svar: Funktionen A &r kontinuerlig om och endast om k = %

5. (a) Funktionen f &r summan av den rationella funktionen g(z) = ZEL vars naturliga
definitionsméngd &r R \ {3} och den elementéra funktionen x +— In(z) vars definitions-
méngd ar (0,00). Saledes dr den naturliga definitionsméngden for f skérningen av dessa

tva méangder, det vill sdga
Dy = (R\{3})N(0,00) = (0,3) U (3,00).

Svar: Funktionens definitionsméngd &r (0, 3) U (3, 00).

(b) D& de elementiira funktionerna z — £t1 och x +» In(z) &r kontinuerliga och godtyckligt

manga ganger deriverbara pa sina respektive definitionsméngder, s 4r f som summan av
dessa funktioner ocksa kontinuerlig och godtyckligt manga ganger deriverbar pa hela sin
definitionsméngd.

Eftersom f &r kontinuerlig pa (0,3) U (3,00) dr de enda mdjliga vertikala asymptoterna
x =0 och z = 3. For att avgora om dessa faktiskt utgoér vertikala asymptoter behéver vi
undersoka griansvirdena da z — 07, x — 37, och x — 37. Vi finner att

lim f(z) = lim (:r +1 —|—ln(:L‘)) = —00,

z—0t z—0+\x — 3
z+1
I — 1 ( 1 ): ,
2 T = I g i) = e
1
i 1(@) = Ji (75 i) = o0

Vi har funnit att grafen till f har tva vertikala asymptoter, ndmligen x = 0 och = = 3.
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Da Dy = (0,3) U (3,00) sa aterstar det att undersoka mojliga sneda eller horisontella
asymptoter da x — oo. Vi har visat i kursen att om y = kx +m &r en sned (eller horisontell
asymptot) for grafen till f da z — oo sa giiller det att

k= lim J@) och m = lim (f(x) — kz).

r—00 I T—00

I vart fall har vi att

lim M = lim

r—0o0 I

i—‘f;’ + In(x)

T—00 €T

14+ 1/z In(z)\

dar vi anvinde standardgréansvérdet limg oo nz) _ , s& om en sned asymptot existerar

sa ar k = 0 (d.v.s. det &r i sa fall en horisontell asymptot). Vi forsoker berikna griansvirdet
som ger m men finner att

lim (f(z) —0-2) = lim

T—00 T—00

(IE +§1’> + In(az)) = 00,

xr —

vilket innebér att grafen till f inte har nagon sned eller horisontell asymptot d&a x — oo.

Svar: Grafen till f har tva vertikala asymptoter, ndmligen £ = 0 och x = 3, men saknar
sneda eller horisontella asymptoter.

(c) Som argumenterats ovan sa dr f kontinuerlig och godtyckligt manga ganger deriverbar
pa hela sin definitionsméngd. Séledes kan vi bestdmma de intervall dir f &r vixande
respektive avtagande genom att studera f’. Vi beriiknar derivatan av f:

x b (2 —3) — (x 2 102
1= () - - T

for x € (0,3)U(3,00).

D& nimnaren z(z — 3)? #r positiv for varje z € (0,3) U (3,00) avgdrs tecknet av f’ av
uttrycket i téljaren, 22 — 10z + 9. Saledes kan teckenviixlingar av derivatan av f enbart ske
i nollstéllen till polynomet 22 —1024-9. Vi finner dessa nollstillen via kvadratkomplettering:

22— 102 +9=0 <= z=1lellerz=9.
Genom att berikna virdet av f’ i en punkt i varje av intervallen (0,1),(1,3),(3,9) och

(9, 00) hittar vi teckentabellen:

I<zrz<l|z=1|l<z<3|z=3|3<x<9 r=29 z>9
I + 0 - ej def. - 0 +
f N -1 N ej def. N 2+m(9) |

Vi har saledes visat att f #r vixande pa de tva intervallen (0, 1) och (9, c0) samt avtagande
pa de tva intervallen (1,3) och (3,9). Da vi argumenterat ovan att f &r kontinuerlig iz =1
och x = 9 samt att f har vertikala asymptoter x = 0 och x = 3 sa géiller det att f &r
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véixande pa de tva intervallen (0, 1] och [9, 00) samt avtagande pa de tva intervallen [1,3)
och (3,9].

Svar: f dr vixande pa de tva intervallen (0, 1] och [9, 00) och avtagande pa de tva intervallen
[1,3) och (3,9].

(d) Enligt teckentabellen i (c) sa har f kritiska punkter i z = 1 och x = 9. Punkten
x = 1 &r ett lokalt maximum dér funktionsvérdet &r —1, och z = 9 ett lokalminimum déar
funktionsvéirdet dr % +1In(9). Da definitionsméngden till f &r 6ppen och f &r deriverbar pa
hela sin definitionsméngd sa dr detta de enda lokala extrempunkterna som existerar.

Da vi visat i (b) att

lim f(zx) =—o00, lim f(x)=—0c0, lim f(zr)= o lim f(x) =00

i f(2) i f(2) i fa) = oo, Jim f(x) = oo,
sa drar vi slutsatsen att vi saknar bade globalt maximum och globalt minimum da f inte
varken dr uppat eller nedat begrinsad.

Svar: f saknar bade globalt maximum och globalt minimum. Dock har f ett lokalt max-
imum i x = 1 dér funktionens vérde dr —1 och &ven ett lokalt minimum i x = 9 dér
funktionens viirde ar 2 + In(9).

(e) Enligt vad vi visat i (a)-(d) samt observationen att 2 +1In(9) > —1 s& har f virdeméngd

Svar: V; = (—oo, —1] U [3 +1n(9), 00).

(f) Svar: I figuren nedan visas grafen till f. Vi noterar de egenskaper som diskuterats ovan

e f &r definierad pa (0,3) U (3,00) med vertikala asymptoter z = 0 och z = 3,
e f &r vixande pa (0, 1] och [9,00) och avtagande pa [1,3) och (3,9],

e f har lokalt maximum i x = 1 dér vérdet &r —1 och ett lokalt minimum i x = 9
dér funktionens virde ges av 2 + In(9),

e vi har de oegentliga grénsvérdena

1' = — 1‘ = — 1' — 1' —
Jim, f(z) = —o0, Jim f(z) = —o0, Jim, fl&) =00, lim f(z)=o0,
e och da

im 13 _ g

Tr—r00 €T

vixer f mot oo da & — oo vildigt sakta (saktare &n varje linjar funktion).
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6. (a) Vi beréknar forst absolutbeloppet av z:

2] = /32 + (—V3)2 = V12 = 2V3.
Vi soker sedan argumentet 6 sa att
z = |z|(cos(0) + isin(h)) = 2v/3(cos(f) + isin(0)) .
Eftersom z = 3 — i1/3 leder detta till att 6 ska losa de trigonometriska ekvationerna
{COS(G) = @
sin() = —3
som har l6sningarna ¢ = —% + 2kn for k € Z.

Vi kan saledes skriva z pa poléar form som

z = 2\@(005(—%) + isjn(_%)) eller 2z = 2v/3e7% .

jus

Svar: z = 2\/3(005(—%) + isin(—%)) eller z = 2v/3¢ 6.

(b) Om w € C uppfyller att |w| = 1 sa kan w skrivas pa poldr form som antingen w =
cos(¢) + isin(¢) eller w = €' for ett unikt ¢ € [0,27). Genom att skriva z och w pa polir
form sa kan kvoten = skrivas som

_ 2\/3# _ oFeil-E-0)

z
w el
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Kvoten har realdel noll om och endast om dess argument —§ — ¢ tillhor {5 + k7 : k € Z}.
Vi har dérfor att = har realdel noll om det for k € Z géller att

s s
_6_¢7§+kﬂ-

vilket &r ekvivalent med att
é 2m 1
= —— —km.
3
Det finns tva k € Z sadant att ¢ = —2 — kr € [0,27) nimligen & = —1 som leder till

3
(b:%ochk:—Qsomger(ﬁ:%”.

Saledes &r de tva sokta komplexa talen w; = e'5 = cos(3 +isin(3) = § + 2§ och
wy = €5 = cos(4 +isin(4) = -4 — z@
Svar: De tva sokta komplexa talen &r % + z@ och —% — z@

7. Linjériseringen av g kring = 0 ges av funktionen L(x) = ¢(0) + ¢/(0)z. Vi behover
saledes anvinda ekvationen som g uppfyller for att ta reda pa g(0) samt ¢’(0).

Genom att sitta x = 0 i ekvationen finner vi att g(0) uppfyller ekvationen
0-cos(0-¢(0))+¢(0)=0 <= g¢(0)=0.
Saledes aterstar det att berikna ¢'(0), detta gor vi genom implicit derivering.

Definiera funktionen H: R — R via H(xz) = zcos(zg(z)) + g(x). Enligt ekvationen i

uppgiften sa dr H(x) = 0 for varje 2 € R, och speciellt sa innebér detta att H'(z) = 0 for

alla x € R. Med hjilp av vara deriveringsregler kan vi berdkna derivatan av H i termer av
/

9,9 som

H'(x) = cos(zg(x)) — wsin(zg(x))(9(z) + zg'(2)) + g'(x).
Genom att anvéinda att H'(0) = 0 och ¢g(0) = 0 sa giller det att

0=1+0-sin(0-0)(0+0-4'(0))+4(0)=1+4(0) = ¢'(0)=-1.
Detta ger oss att linjariseringen av g kring x = 0 ges av L(x) = —z.

Svar: Linjériseringen av g kring z = 0 ges av z — —=.

8. Serien
o0
el
Sain(2)
n=1 n

ar divergent. Detta kan visas pa flertalet olika vis, hir véljer vi att gora det med hjilp av
foljande foljdsats till jamforelsekriteriet for serier som bevisades under foreldsning 23:



10 LOSNINGSFORSLAG TENTA 2024-05-31

Om > > an, Y oy by dr tva positiva serier vars termer uppfyller att

a
lim — =1
n—oo n
for nagot tal L # 0. Da &r serien Y 2 | a,, konvergent om och endast om serien y 2 by
dr konvergent.

Vi vill anvéinda detta tillsammans med att vi vet att serien > - ; % ar divergent (detta har
vi visat i kursen). Fér att anvinda satsen med de tva serierna Y o sin(1) och >0 | 4
sa behover kolla att satsen villkor dr uppfyllda:

e bigge serier dr positiva,
e vi behover ocksa visa att kvoten av termerna i serien har ett nollskilt gransvirde
da n — oo.

Det forsta antagandet dr sant da 1/n > 0 for n > 1 och sin(x) &r positiv for = € (0, 7) sa
ar sin(1/n) > 0 fér n > 1.

—~
Sl

sin( =)

(x)
Detta kan goras, till exempel, med hjéilp av Taylors sats. Da 1/n — 0 da n — oo séger
Taylors sats att

For att visa att det andra antagandet dr uppfyllt behéver vi studera grinsvardet lim,, oo

sin(%) = % + O(%) da n — co.
Vi har darfor att .
i T = i (14 0(3)) =1

D& 1 # 0 sa séger satsen oss saledes att antingen &r bada serierna konvergenta eller sa
ar bada serierna divergenta. Eftersom vi vet att >, % ar divergent sa medfor detta att
serien i uppgiften ar divergent.

Svar: Serien ar divergent.




