LOSNINGSFORSLAG TENTA 2024-08-22

1.(a) Vi anvénder oss av instédngningssatsen och att x +— e® — 1 &r en kontinuerlig funktion
med vérdet noll da x = 0. Da det for varje x géller att —1 <sin(1/x) <1 sa har vi

—le* — 1| <sin(1/z)(e” — 1) < |e® —1].

Eftersom lim,_,ge” = 1 sa ar gransvirdet av bade den &vre och undre uppskattningen 0.
Saledes ger instdngningssatsen att

lim sin(l> (e* —1)=0.

z—0 T

Svar: lim sin(l) (e —1)=0.

x—0 xT

(b) Vi har ett grénsvérde pa formen av en kvot av tva funktioner ddr vi vill anvéinda oss
av ’Hopitals andra regel. For att gora detta behover vi kontrollera ett antal villkor. Lat
f(=z)

g(x) =z och f(z) =1In(1+e") sa att kvoten vi &r intresserade av &r St - For att anvinda

I’Hopitals regel behover vi kontrollera att foljande villkor &dr uppfyllda:

(1) Derivatan av funktionen i ndmnaren, g, #r skild fran noll i grins; detta géller i vart
fall da i vart fall &r ¢’(x) =1 for all x € R.

(2) Bade téljare och ndmnare har det oegentliga griansvirdet oco; for nimnaren dr detta
i vart fall uppenbart da lim, o g(z) = limg 00 = 00, for tiljaren foljer eftersom
bada funktionerna s+ e® och s — In(1 + s) véxer mot oéndligheten da s — oo sa
detsamma géller f som &r deras sammanséattning.

(3) gransvirdet av kvoten av téljaren och ndmnarens derivator existerar; i vart fall har
viatt f/(z) = 1% och ¢/(z) =1 sa

1+e®
/ e’
Too7 1
tim 21 _ iy ) g, —1
T—00 g (aj) T—+00 1 z—oo 1 + e %

dér vi i sista steget anvinde ridknereglerna for grinsviarden och att e — 0 da
r — 00. Sa gransvirdet av kvoten av derivator existerar.
Eftersom alla antaganden var uppfyllde sidger 'Hoptials regel att
In(1 4+ €*
lim M

T—00 T

=1.

Vilket var det som skulle visas.
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(c) Vi forkortar braket med x och anvénder rékneregler for grinsvirden tillsammans med
grinsvirdet som studerades i (b), detta ger

. 7x +sin(7z) T+ 7Sing3m)
lim —————% = lim ———% =7,
T—00 ]1’1(1 + ez) T—00 (ln(1+ez))
X

sin(7z)

p ) = m da sin ar begrénsad och x — oo.

dar vi anvinde att lim,_,o <7T +

. 7x +sin(mwz) T+ sin(rz)
Svar: lim ——M—~ = lim ———% — =1.
z—oo In(1 4 %) T—00 (111(14‘@1))

xT

(d) Vi anvénder oss av att s — arctan(s) ér en kontinuerlig funktion som uppfyller att

. U . ™
arctan(0) = 0, Slggo arctan(s) = 5 sggloo arctan(s) = —5-
Eftersom
lim — =00 och Ilim —=-o0
z—0t T z—0- X

sa foljer det fran de griansviarden som listades ovan att

1
lim g(z) = lim arctan(z)+ lim arctan(—) = lim arctan(z)+ lim arctan(s) = g,

z—0t z—0t x—07F T z—0t §—00

1 T
lim g(x) = lim arctan(z)+ lim arctan(—) = lim arctan(z)+ lim arctan(s) = ——.
z—0~ z—0~ z—0~ x z—0~ §——00 2

Sa bade hoger- och vinstergrinsvirdet existerar men eftersom de har olika virden kan inte
gransvirdet lim,_,o g(z) existera.

T T
Svar: lim g(x) = =, lim g(x) = ——, men grinsvirdet lim, o g(z) existerar inte.
z—0+t 2 z—0- 2

2.(a) Vi anvénder oss av partiell integration dér vi ser integranden som produkten av
faktorerna e~ och 1 —x och tar en primitiv av den foérsta faktorn och deriverar den andra.
Detta ger oss

1 1
(1 —z)dr = [-e (1 —2)] — —e ) (—1)dx
| era-aae = ety - [ e
1
=—e 11— e %(1-0)— e Tdx
— e 1= 1)+ e (1 —0) /0 d

=1- [—eﬂ”]l
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! 1
Svar: / e *(1l—x)de =—.
0

e

(b) Vi anviinder variabelsubstitution dir vi som ny variabel definierar s = /1 + 22 vilket

T

ger ds = i dx och saledes

sin(v1 + x2)
V1 + 22

xdx = /sin(s) ds = —cos(s) + C = —cos(vV1+2?)+C.

. /1 2
Svar: dex: —cos(V1+a2)+ C.

(c) Eftersom —1 < cos(z) <1 for alla = € R sa har vi att

2

1— 1
1ocos@)” 1 ez eR.

0<
= 2 = 2

X
2

o0
Eftersom vi vet att den generaliserade integralen / — dx &r konvergent sa foljer det fran
1 T

> 1 — cos(z)?

3 dx ar konvergent.

jamforelsekriteriet att den generaliserade integralen /
1 x

1 — cos(x)?
Svar: Den generaliserade integralen / 7() dx ar konvergent.

1 x?

3. Enligt definitionen av kontinuitet sa &r f kontinuerlig i zg € (a,b) om och endast om
Jim f(z) = f(zo).

Genom att flytta f(xg) till vénsterledet och skriva x som xo+h kan detta ekvivalent skrivas
som att

lim (f(z0 + h) = f(w0) ) = 0. (1)
Vi vill visa att detta &r sant om vi vet att f &dr deriverbar i xg.

Enligt definitionen av att f &r deriverbar i xg sa existerar griansvirdet

lim f(zo+h) — f(zo)
h—0 h ’

och dess viirde dr f'(xg). Utifran att detta grinsvirdet existerar och att limy_,oh = 0 sa
kan vi anvénda riaknereglerna for gransviarden for observera att

—f"(z0)

=0- f'(z0) = 0.
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Vi har saledes visat att ar uppfyllt och pa sa vis att f &dr kontinuerlig i z¢. Eftersom g
var en godtycklig punkt i (a,b) dr f kontinuerlig pa (a,b) vilket var det vi ville visa.

4. Enligt Taylors sats sa géller det att h(t) = 1+ 2t + 312 + O(¢?) da t — 0. For téljaren
leder detta till

(a+bt+ct?)h(t) +t = (a+ bt + ct?) (1 + 2t + ;tQ + O(t3)) +t

3
=a+ (2a+b+1)t+ (§a+2b+c>t2—i—0(t3)
da t — 0, dér vi anvénde riknereglerna for stora ordo.

Gransvirdet

2
i (@bt +et®)h(t) +1
t—0 2
ar noll om och endast om de tre forsta koefficienterna i Taylor polynomet for téljaren &r
noll, det vill sdga om

3
a=0, 2a+b+1=0, och §a+2b+c:O.

Detta foljer da vi finner att om a # 0 da har vi enligt Taylor utvecklingen av téljaren som
vi fann ovan att

3 2 3
. (a+ bt + ct)h(t) +t :lima+(2a+b+1)t+<2a+2()+c)t + O(t°) _ ima+0(t)

t50 t2 t—0 t2 t—>0  t2

vilket har det oegentliga grénsvéirdet oo om a > 0 och det oegentliga gransvirdet —oo om
a < 0. Saledes kan gransviardet i uppgiften bara existera om a = 0.

Givet att @ = 0 sa finner vi pa samma séitt att om den andra koefficienten i Taylor poly-
nomet for téiljaren, 2a +b+ 1 =b+ 1 (eftersom a = 0), ar skild fran noll sa ar

3 2 3
_ (a+bt+c)ht)+t . at(2a+b+lis (§a+2b+0)t +OM) pr140()
lim = lim = lim ————
t—0 12 t—0 12 t—0 t
vilket har det oegentliga gréansvéirdet co om b+ 1 > 0 och det oegentliga grinsvirdet —oo
om b+ 1 < 0. Saledes maste dven den andra koefficienten i Taylor polynomet for téiljaren
vara noll for att gransvérdet i uppgiften ska existera, d.v.s 2a+b+1=b+1=0.

Pa samma vis som ovan sa finner vi, givet att a = 0,2a + b+ 1 = 0, att gransvirdet i
uppgiften kan skrivas om som

150 12 — 0 t2

. (3 3
—%%(§a+2b+c+0(t)> —§a+2b—|—67

sa griansvardet dr noll om och endast om a = 0,2a + b+ 1 = 0, och %a +2b4+c=0.
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Om vi loser det linjdra ekvationssystemet sa finner vi att ¢ = 0,0 = —1, och ¢ = 2.

Svar: a = 0,b = —1, och ¢ = 2.

5. Vi borjar med lite observationer angaende funktionen f. D& f &r summan av den ratio-
nella funktionen z +— xé’c—il vars naturliga definitionsméngd &r R\ {1, —1} och funktionen
x> 2In(1 — 2?) vars definitionsméngd #r (—1,1) (alla tal sidana att 1 — 22 tillhér defini-
tionsméngden for logaritmen som ér (1,00)). Saledes &r den naturliga definitionsméngden
for f skdrningen av dessa tva méingder, det vill siga

Df:(R\{lﬁ_l})ﬁ(_lvl):(_171)7

vilket dr just den definitionsméingden som &r angiven i uppgiften. Da funktionerna x
In(z) och z — 1 — 22 &r kontinuerliga och deriverbara funktioner si #r deras samman-
séttning kontinuerlig och deriverbar pa sin naturliga definitionsméngd, (—1,1). Likasa &r
den rationella funktionen x — —— kontinuerlig och deriverbar pa sin definitionsméngd.

Saledes #r f som summan av dessa funktioner kontinuerlig och deriverbar pa (—1,1).
Enligt deriveringsreglerna finner vi att derivatan av f ges av
22(2% — 1) — 22(22) 5 —2z 2z — 423
x) = =

1) (22 —1)2 1—22  (22-1)2°

(a) Da vi argumenterat ovan att f #r kontinuerlig pa (—1,1) sa aterstar det att kontrollera
ifall funktionsgrafen till f har nagra vertikala asymptoter da z nirmar sig —1 eller 1.
Med andra ord behéver vi avgora ifall lim,_,_;+ f(x) eller lim,_,;- f(z) existerar som ett
oegentligt griansvérde.

Vi finner att

. L 1 2 2 2) _
xEr_nﬁf(:L‘)—z_lgr_nﬁ<ﬂ_1)<a: +2(1—a:)1n(1—x)>——oo,

—— 1 —0
——00

dir vi anvinde oss av standardgrinsvirdet lim, o+ sln(s) = 0, att 22 — 1 < 0 for alla
x € (—1,1), och rikneregler for oegentliga grénsvirden.

Pa samma vis finner vi att

xlg]lai f(z) = lim (

) (\Jri—i- 2(1 — 2*)In(1 — m2)l> = —00.

z—1- :1}2 —1 ~
—_—— —1 -0
——00
Vi har saledes visat att © = 1 och x = —1 bada &r vertikala asymptoter for funktionsgrafen

y = f(x).

Svar: Funktionsgrafen har tva vertikala asymptoter, nimligen x = 1 och x = —1.
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(b) Som argumenterats ovan sa ér f kontinuerlig och deriverbar pa hela sin definitions-
miéngd. Saledes kan vi bestdimma de intervall dar f &r viixande respektive avtagande genom
att studera tecknet av f’. Vi beriknade ovan derivatan av f:

2 — 43
/ o ..
D4 namnaren (22 — 1)? #r positiv for varje x € (—1,1) avgors tecknet av f/ av uttrycket i
taljaren, 2o — 423, D4 o — 2x — 423 #r en kontinuerlig funktion sa kan teckenvixlingar av
derivatan av f enbart ske i nollstillen till polynomet 2z — 423, Vi finner dessa nollstéillen
via kvadratkomplettering:

1 1
20 —4ad =22(1 —22?) =0 <= 2=02= —=cllro=——.

V2 V2
Notera att eftersom v/2 > 1 sa tillhor alla dessa tre punkterna det relevanta intervallet
(—=1,1).
Genom att berikna virdet av f’1ien punkt i varje av intervallen (—1, —%), (—%, 0), (0, %)
och (-, 1) hittar vi teckentabellen:

ﬁ)

—1<ZL‘<—% x:—% —%<x<0 =0 O<x<% x:% %x<1
I + 0 — 0 + 0 —
f ya 2In(2) -1 N 0 ya 2In(2) — 1 Ny

Vi har siledes visat att f #r viixande pa de tva intervallen (—1,—-=) och (0, %) samt

. V2 V2

avtagande pa de tva intervallen (—%,0) och (ﬁ’ 1). Da vi argumenterat ovan att f dr

kontinuerlig pa (—1,1) samt att f har vertikala asymptoter z = —1 och x = 1 sa géller
det att f &r V'allxande pa dle tva intervallen (—1, %] och [0, %] samt avtagande pa de tva
intervallen [—\ﬁ,O] och [ﬁ’ 1).

Svar: f &r vixande pa de tva intervallen (—1, %] och [0, %] samt avtagande pa de tva

intervallen [—%,0] och [%, 1)
(c) Enligt teckentabellen i (b) sa har f kritiska punkter i x = 0,2 = —% och z = %
Punkten z = 0 ar ett lokalt minimum dar funktionsvardet dr 0. Punkterna xz = —% och

T = % ar lokala maximum dér funktionsvirdet &r 21n(2) — 1. Da definitionsméngden till

f &r oppen och f &r deriverbar pa hela sin definitionsméingd s& &r detta de enda lokala
extrempunkterna som existerar.

Da vi visat i (a) att
lim f(z)=—o0, lim f(x)= —o0,

r——1+ T—1—
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sa drar vi slutsatsen att f saknar bade globalt minimum och att de lokala maximum som

fanns i x = %, T = —% dr globala maximum.
Svar: f saknar globalt minimum, f har globala (och lokala) maximum i z = % samt
x = —% dér funktionens virde &r 2In(2) — 1, och f har slutligen ett lokalt minimum i

x = 0 dar funktionens virde ar 0.

(d) Svar: I figuren nedan visas grafen till f. Vi noterar de egenskaper som diskuterats ovan

e f dr definierad pa (—1,1) med vertikala asymptoter z = —1 och x = 1 dér, i bada
fallen, f har det oegentliga grinsviardet —oo,
e f dr vixande pa (—1, %] och [0, %] och avtagande pa [—%,0] och [%, 1),

e f saknar globalt minimum, f har globala (och lokala) maximum i z = \% samt
x = —% dér funktionens virde &r 21n(2)—1, och f har slutligen ett lokalt minimum

1 x = 0 dar funktionens varde ar 0.

y

210g(2)-1 -

<1
Sl

6. Vi borjar med att skriva z pa polédr form. For absolutbeloppet av z finner vi

=G5+ ()=

For att berdkna argumentet av z behover vi alltsa hitta 6 € R sa att

1 1 .
z= i + 7 = cos(f) + isin(0)
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vilket #r det samma som att cos(d) = 1/4/2 och sin(f) = 1/v/2. Dessa trigonometriska
ekvationerna har 16sningarna ¢ = 7 + 2k for k € Z.

Om w € C kan skrivas pa poldr form som w = [w|(cos(¢) + isin(¢)) = lw|e’® sa har vi
att w® = |w|®(cos(8¢) + isin(8¢)) = |w[®e®?. Saledes om w® = z s& maste det gilla att
lw|® = |2| =1 och att 8¢ = T + 2kx for nagot k € Z. Detta ger oss att
Tk
—1 och Ty
[w och =277
for nagot k € Z.

Vi har alltsa funnit att alla 16sningar till w® = z kan skrivas pa polér form som
km . /m  kmw
v COS(SZ i Z) Hsm(32 * T)
for nagot k € Z. Eftersom cos, sin &r 27-periodiska sa sammanfaﬂer de tva l6sningar som
ges av k = ky resp. k = ko om och endast om 35 + k}Tﬂ =35+ kﬂ + 2j7 for nagot j € Z,
d.v.som k1 = ko +8j med j € Z. Vi har alltsa 8 olika 16sningar som kan representeras som

= cos(g5) +1sin(55)
W = COS 3 1 sin 3

= con( gy + ) +isin(gy + ) =sin(5g) +icos().
W1 = COS 3 1 18 1 S 1 COS 3

T T T T

w2:008<3—2+§)+lsm( 5) sm( >—|—zcos<32)

=en(gy ) w5y ) =-on(iF) w5,
W3 = COS 3 1 18 1) Cos D 18 3

= cos(g5 + ) +isin( g5 + m) =~ cos(g5) — isin(55)
W4 = COS 3 s 15 D = —Cos 3 18 3

= en(gy ) w5y ) =~ 5) i3
W5 = COS 3 1 18 1)~ S 3 1 COS 39

= con(gy + ) Hisn(gg + ) = sin(gy) —eos(5g)
Wg = COS 3 2 % 8in 2 = sin 3 1 COS 3

(o 1) oy ) =) oo ()
W= 30Ty S50 Ty ) T P\30) T M 30

Svar: Ekvationen har de 8 olika 16sningarna som listats ovan.

7. Genom att dela upp K i cirkuldra skivor ortogonala mot z-axeln sa finner vi att massan
(métt i kg) av K ges av integralen

w/2
/0 7(1 + sin(z))? cos(z) dx .

Detta kan hérledas genom att approximera massan via en Riemannsumma dér man an-
viinder att kroppens densitet &r vil approximerat av m(z1) = cos(z1) kg/m® i skivan av
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9

K dér z-koordinaten tillhor intervallet [z1,z1 + A] och volymen av denna skiva &r vil
approximerat av m(1 + sin(z1))2A ecm? for A tillréickligt litet.

Eftersom (1 + sin(z))3 = 3(1 + sin(z))? cos(z) finner vi att

/2 i T i /2 7
/0 7(14sin(zx))? cos(z) dx = §(1+51n(33))3 . T3

Svar: Massan av K &r %’T kg.

3 (14sin(7/2))

3 T

3 (1+sin(0))3 =

8t m

3 3

8. (a) Differentialekvationen dr en icke homogen linjér ekvation av andra ordningen med
konstanta koefficienter. Vi finner alla l6sningar till ekvationen genom att forst hitta alla
16sningar till den homogena ekvationen yj (t)+2y; (t)+yn(t) = 0 och hitta en partikuldrlos-
ning till ekvationen yy (t) + 2y, (t) +y,(t) = 2¢~". Da ges losningar till differentialekvationen

i uppgiften som y(t) = yn(t) + yp(t).

For att hitta den allménna l6sningen till den homogena ekvationen l6ser vi den karakteris-
tiska ekvationen 72 + 2r 4+ 1 = 0. Eftersom denna ekvationen kan skrivas som (r + 1)2 = 0
har vi en dubbelrot i = —1. Enligt sats i kursen ges da den allménna losningen till den

homogena ekvationen v/ (t) + 2y, (t) + yn(t) = 0 av

yn(t) = Ae™" + Bte™" med A, B € R.

For att hitta en partikuldrlosning gor vi en ansats. En naturlig ansats att testa ér ¢t — Ce™!
for C' € R, men da vi precis visat att denna funktionen l6ser den homogena ekvationen sa
kommer detta inte fungera, detsamma géller ansatsen t — Cte™t for C' € R. Vi gor dérfor

istiillet ansatsen t — Ct2et for C € R. Vi har att

(Ct?e™t) = (2Ct — CtP)e™t och (Ct?e™)" = (2C — 4Ct + Ct?)e™!

Sa insatt 1 vansterledet for ekvationen berdknar vi da att

(Ct?e 1" 12(Ct2e ) +(CtPe™") = (2C—4Ct+Ct?)e ' +2(2Ct—Ct?)e '+CtPe ™ = 20e™t.

Genom att vilja C = 1 finner alltsa att y,(¢) = t?e~* ir en 16sning till var ekvation.

Vi drar slutsatsen att 1osningarna till den generella 16sningen till differentialekvationen i

uppgiften ges av

y(t) =t?e' + Ae™' + Bte™" med A, B € R.

Svar: Losningarna ges av y(t) = t?e~t + Ae ' 4+ Bte ' med A, B € R.

(b) For att hitta 16sningen som uppfyller att y'(0) = 3/(1) = 0 sa behover vi bestimma
de fria konstanterna A, B i den allménna formeln foér losningarna som vi hittade i (a).
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Detta gor vi genom att berdkna virdet av derivatan till en l6sning i £ = 0 och ¢t = 1; om
y(t) =t?e t + Ae~!' + Bte~! med A, B € R s& har vi

y(t)=2tet —t?et — Ae7'+ Be! — Bte ! = (~A+ B)e '+ (2 — B)te ! —t?e7t.
Darav giller det att
y(0)=—-A+B och y(1)=(-A+B+2-B—-1)e!'=(1-Ae".

Sa y'(0) = 0 ger att A = B och att y/(1) = 0 ger att A = 1. Tillsammans finner vi alltsa
att den sokta losningen &r den som ges av att A = B = 1, det vill séga

y(t) =t*ettetdte Tt = (1 +t+1%)e .

Svar: Den sokta losningen #r y(t) = (1 4+t 4 t2)e~ L



