MATEMATIK
CHALMERS TEKNISKA HOGSKOLA

TMV200/211 — Diskret matematik

Tentamen: 2023-08-25, 14.00-18.00

Telefonvakt: Christian Johansson, 031-772 5325

Hjalpmedel: Inga

Betygsgréinser: 20 podng — 3, 30 podng — 4, 40 podng — 5, 50 podng totalt
Observera: Berakningar och motiveringar ska redovisas.

Endast svar ger ingen podng om inte annat anges.

1. (a) Avgor om foljande argument &r giltigt eller ej:

r—(pVq)
q— (pA-r)
rVp

—(q =)
p—>7’

Om argumentet ar giltigt, forklara varfor. Om det inte ar giltigt, ge ett motexempel. (5p)

(b) Lat P(x,y,z) vara predikatet y + 2 > x, definierat pa méingden Z (dvs definierat for
z,y,z € Z). Avgor om foljande utsagor

dx32Vy : P(x,y, 2)

JyVaVz : P(x,y, 2)
JxIyVz : P(x,y, 2)

dr sanna eller falska. Endast svar krévs. (3p)

2. Visa att det for alla heltal n > 1 géller att

z": 4 n(B3n+5)
= k(k+2)  (n+1)(n+2)
Du kan anviinda dig av identiteten (n + 1)%(3(n+ 1) +5) = 3n3 + 14n? 4+ 19n + 8 om det

hjélper. (8p)

3. (a) Lat G, vara den riktade grafen med grannmatris

0000
0000
A:1100
100 0

Var god vénd!



(b) Beriikna A? och tolka resultatet med hjilp av din ritning av Gj.

(c) Lat Gy vara den underliggande (vanliga) grafen till G;. Hur méanga kanter behover

man liagga till G5 for att den skall ha en Eulercykel? Motivera ditt svar.

4. Lat Zso vara méngden av alla heltal storre dn eller lika med 2. For n € Zso, 1at d(n)
vara den storsta delaren till n som &r mindre &n n. Definiera en relation ~ pa Zs, genom

m ~ n om d(m) = d(n).
(a) Visa att ~ &dr en ekvivalensrelation.

(b) Hitta alla n € Z>o som har d(n) = 35.

5. Lat A och B vara tva dndliga delmangder till R.

(a) Skriv pastaendena “Alla element i A &r storre dn alla element i B” samt pa

“Det finns

ett element i A som &ar storre dn alla andra element i A” pa predikatlogisk form.

(b) Ar det andra pastaendet i (a) sant (oavsett vad A dr)? Motivera ditt svar.

6. (a) Lat m and n vara positiva heltal. Visa att om sgd(m,n) > 2 si maste vi ha

sgd(®(m), ®(n)) > 1.

(b) Bestédm alla heltalslosningar till ekvationssystemet

r=3 (7)
r=1 (3)
=4 (5).

7. Givet bokstéverna i ordet MARATHON, hur ménga “ord” (dvs strdngar av bokstéver)

av lingd fem kan man bilda om. ..
(a) alla A skall anvéndas?
(b) alla bokstéver skall vara olika?

(c) bokstéverna RO skall vara med, och sta intill varandra i den ordningen?

Lycka till!
Christian

(2p)

(2p)

(5p)



Lo6sningsforslag:

1. (a) Vi provar ett motségelsebevis. Anta att hypoteserna fr sanna men slutsatsen falsk.
Eftersom slutsatsen dr p — r, sa maste p vara sann och r falsk. Den fjédrde hypotesen ar
—(q — r) och eftersom r &r falsk maste ¢ vara sann. Enligt den andra hypotesen blir da
p A —r sann, vilket stimmer med att p dr sann och r &r falsk. Den forsta hypotesen ar
sann da r &r falsk, och den tredje hypotesen &r sann da p ar sann.

Alltsa blir hypoteserna sanna och slutsatsen falsk om vi later p och ¢ vara sanna och r
vara falsk. Alltsa dr argumentet ogiltigt.

(b) Forsta utsagan &r falsk, den andra ar falsk, och den tredje &r sann (kan vilja z =y =
0).

2. Vi gor ett induktionsbevis. For basfallet n = 1 &r vinsterledet

.
kZlkk—FQ 1-(1+2) 3
och hogerledet
1-3-14+5) 8 4
1+D(1+2) 2-3 3

sa basfallet ar ok. For induktionssteget antar vi nu att

B (3n +5)
;k(k:+2) S (n+1)(n+2)

(induktionsantagandet) och vill visa att

S 4 (+DBMn+1)+5)
2T T ity ()

Viansterledet ar

n+1

4 _ n(3n+5) 4
Zkk+2 (Zkk+2) (n+1)(n+3) (n+1)(n+2)+(n+1)(n+3)

dar vi har anvédnt induktionsantagandet f6r den andra likheten. Vi har

n(3n +5) N 4 _nBn+5)(n+3)+4n+2)  3n®+14n”+19n+8
n+1)(n+2) m+Dn+3) ©+Dn+2)n+3)  (+Dn+2)(n+3)

och hogerledet i (1) &r

(n+1)B(n+1)+5) (n+1?*B(n+1)+5) 3n°+14n*+19n+8
(n+2)(n+3) C (n+D)(n+2)n+3)  (n+1)(n+2)(n+3)

dar vi har anvant ledtraden i den andra likheten. Alltsa stimmer induktionssteget, och
vi har bevisat formeln for alla n > 1 enligt induktionsprincipen.



(b) Matrismultiplikation ger

A% =

o O O
o O O
o O O
o O O

0000

Det siger att det inte finns nagra riktade vagar av lingd 2 i Gy, vilket vi ser fran ritningen
av G 1 (a).

(c) Gy dr en 4-vig. Den saknar Eulercykel da tva noder har udda gradtal. Om vi ligger
till en kant for att fa en 4-cykel sa finns en Eulercykel, eftersom alla gradtal da ar jaimna
(de &r alla lika med 2).

4. (a) ~ ar reflexiv: Vi har n ~ n for alla n € Z>, eftersom d(n) = d(n).

~ ar symmetrisk: Om m ~ n, da dr d(m) = d(n) enligt definitionen. Da géller ocksa
d(n) =d(m), dvs n. ~ m.

~ &r transitiv: Om m ~ n och n ~ ¢, sa dr d(m) = d(n) och d(n) = d(g). Da ar ocksa
d(m) = d(q), sa m ~ q.

(b) Foljande formel géller f6r d(n): Om n har primtalsfaktorisering
n=p...pr

med p; <---<p,ochey,...;e. >1, saéar
d(n) = ps~. .. per.

Sa om vi har d(n) = 35 = 5.7, da 4 n antingen 2-5-7 = 70, 3-5-7 = 105 eller
5-5-7=175.

5. (a) Forsta pastaendet ar
Vee AVye B:x >y.

Andra pastaendet ar
dJre AVye Aty#x—z>y.













































(b) Det andra pastaendet dr sant om A # (: Eftersom A ar dndligt finns det ett storsta
element i A, och det &r storre &n alla andra element i A. Daremot ar det falskt om A = ()
(eftersom det da inte finns nagra element alls). Alltsa dr pastaendet falskt.

6. (a) Lat d = sgd(m,n) > 2. Kom ihag att om z delar y si géller att ®(z) delar ®(y)
(exempelvis fran formeln f6r ® i termer av en primtalsfaktorisering). Alltsa géller att ®(d)
delar bade ®(m) och ®(n), dvs ®(d) delar sgd(P(m), P(n)). Men d > 2, sa (d) > 1. Alltsa
maste sgd(®(m), d(n)) > 1.

(b) Den forsta ekvationen ger x = 3 + Ty. Inséttning i den andra ekvationen ger da (efter
forenkling) y =1 (3), dvs y = 1+32, 88 x = 3+ 7y = 3+ 7(1+32) = 10+ 21z. Insittning
i den tredje ekvation ger, efter forenkling, z = 4 (5), dvs z = 4 + 5n. Slutgiltigen ger det
att alla fas av

r=104+21z =10 + 21(4 + 5n) = 94 + 105n,

darn € Z.

7. (a) Vi véljer forst tva av fem position dir A:en skall sittas ut, kan goras pa (‘;’) =10
satt. For de tre aterstaende positionerna har vi sedan 6 - 5 -4 = 120 sitt att stdlla ut

bokstéaver, sa totalt far 10 - 120 = 1200 olika 6rd".

(b) Ordet MARATHON innehaller 7 olika bokstéver, sa for att sitta ut dem pa fem
positioner far vi 7-6-5-4 - 3 = 2520 olika mdjligheter.

(c) Vi delar upp i tva fall: Antingen innehaller ordet pa Am, eller innehaller det hogst ett
A.

Fallet med tva A: Det finns 4 olika stéller att stéilla ut R pa, sedan kommer O sta efter.
Av de tre positioner som ar kvar véljer vi en dér vi sdtter ut en bokstav som inte &r R,O

eller A, sa det finns 4 olika alternativ. Pa resterande tva positionerna sitter vi ut de tva
A:en. Totalt far vi da 4 -3 -4 = 48 ord.

Fallet med hogst ett A: Aterigen finns det 4 olika stiller att stilla ut R pa, sedan kommer
O sta efter. Resterande tre positioner skall ha olika bokstéver, sa det finns 5-4 -3 = 60
sitt att sidtta ut bokstidver pa de positionerna. Totalt far vi 4 - 60 = 240 olika ord med
hogst ett A.

Totalt far vi alltsa 48 + 240 = 288 ord.



