MATEMATIK
CHALMERS TEKNISKA HOGSKOLA

TMV200/211 — Diskret matematik

Tentamen: 2023-10-21, 14.00-18.00
Telefonvakt: Christian Johansson, 031-772 5325
Hjalpmedel: Inga

Betygsgréinser: 20 podng — 3, 30 podng — 4, 40 podng — 5, 50 podng totalt

Observera: Berakningar och motiveringar ska redovisas.
Endast svar ger ingen podng om inte annat anges.

1. (a) Avgor om foljande argument &r giltigt eller ej:

—(s A p)
(-r) = p
sVq
V(g

Om argumentet ar giltigt, forklara varfor. Om det inte ar giltigt, ge ett motexempel.

(b) Lat M vara en méngd och lat P(M) vara potensméngden till M. Lat Q(X,Y) vara
predikatet X C Y, definierat pa méngden P(M) (dvs definierat for X, Y € P(M)). Avgor

om foljande utsagor
VXYY : Q(X,Y)

AXVY : Q(X,Y)
VXTY : Q(X,Y)

ar sanna eller falska. Endast svar kravs.

2. (a) Rita en graf med 8 noder dér samtliga noder har gradtal 3.

(b) Finns det en graf med 9 noder dir samtliga noder har gradtal 37 Motivering krévs.

3. Lat Z, vara mingden av alla positiva heltal. Vi definierar en operator % pa Z, genom

regeln a * b = a® + b — 1, for a,b € Z,.

(a) Visa att * ar kommutativ och har en identitet.

(b) Ar % associativ? Vilka a € Z, har en invers med avseende pa * ? Motivering kriivs.

Var god vénd!

(3p)

(3p)

(3p)

(3p)

(4p)



4. (a) Lat a € Z,. Visa att 2* — 1 och 2% 4 1 inte har nagra gemensamma delare som ar
storre an 1.

(b) Lat n € Z,. Visa (med induktion eller pa4 annat sitt) att det finns minst n olika
primtal som delar 2" — 1.

5. (a) Skriv pastaendena “Alla hamstrar dr roda eller bruna” samt “Det finns elefanter
som inte dr gra hamstrar” pa predikatlogisk form. Glom inte att definiera ett lampligt
universum.

(b) Lat n € Z, n > 2, och lat X,, vara miingden av alla grafer som har n noder, och lat
X vara mangden av alla grafer. Lat F'(z) vara predikatet “x &r fullstdndig” och lat E(x)
vara predikatet “x har en Eulervig eller en Eulercykel”, bigge definierade pa X. Lat P,

vara utsagan
dr € X, : F(z) N E(x).

For vilka n &r P, sann? Motivering kravs.

6. (a) Visa att 11 delar 33" + 72! for allan € Z,..
(b) Bestédm alla heltalslosningar till ekvationssystemet

?+4r+3=1 (7)
=5 (9).

7. (a) En skolklass bestar av 15 elever, varav 8 ar flickor och 7 &r pojkar. Klassen skall
delas upp i tre grupper med fem elever i varje grupp, och varje grupp maste innehalla
minst tva pojkar. Pa hur manga sitt kan det goras?

(b) Lat n € Z, och lat A vara en méngd med n element. Hur manga antisymmetriska
relationer finns det pa A7 En podng kan fas om man l6ser specialfallet n = 4.

Lycka till!
Christian
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Lo6sningsforslag:

1. (a) Vi provar ett motsigelsebevis. Antag att hypoteserna #r sanna men slutsatsen
falsk. Eftersom slutsatsen r V g ar falsk sa dr r och ¢ bagge falska. Den andra hypotesen
(—r) — p &r sann, sa eftersom r dr falsk maste p vara sann. Den tredje hypotesen sV ¢
ar sann och ¢ ar falsk, sa s dr sann. Men eftersom s och p ar sanna sa blir den forsta
hypotesen —(s A p) falsk, en motséigelse. Alltsa dr argumentet giltigt.

(b) Det forsta pastaendet ar falskt och de 6vriga &r sanna.

2. (a) / /
N

(b) Om en graf har 9 noder och alla gradtal &r 3, s& 4r summan av alla gradtal 27. Men
summan av alla gradtal maste alltid vara jamnt, sa det gar inte. Alltsa kan det inte finnas
nagon sadan graf.

3. (a) Vihar axb=a"+0*—1 = b+ a’® —1 = bxa, s& * ir kommutativ. 1 ir en identitet
for = eftersom * dr kommutativ och ax 1 =a' +1¢—1=qa for alla a € Z,.

(b) Vi berdknar
(2%2)*3=(22+22-1)*3=7+3=7"+3"-1

och
2% (2%3) =2% (22432 -1)=2%16 =2 + 16 — 1.

Dessa dr inte lika: Exempelvis sa dr 2'¢ + 162 — 1 = —1(4) och
B3 —1=(-1)P4+(-1)"-1=-3=1(4).

Alltsa dr * inte associativ. Inverser: Om a*b = 1 s maste a®+b0*—1 =1, dvs a’ +b* = 2.
Da maste a = b = 1; alltsa dr 1 det enda talet som har en invers med avseende pa .

4. (a) Lat d € Z4. Om d | 2* — 1 och d | 2* + 1 sa maste d dela (2* — 1) + (2° + 1) = 2,
sa d maste vara 1 eller 2. Men bade 2 — 1 och 2% 4+ 1 &r udda, sa d maste vara 1.

(b) Vi gor ett induktionsbevis.

Basfall n = 1: 22 — 1 = 3 har en primtalsfaktor, si basfallet stimmer.























































































Induktionssteg: Antag att 22") — 1 har minst n olika primtalsfaktorer. Vi vill visa att
22" _ 1 har minst n + 1 olika primtalsfaktorer. Vi har

2(2n+1) 1= 2(2n_2) 1= (2(2n))2 — 1= (2(2n) . 1)(2(2n) + 1)

Enligt induktionsantagandet har 2(2") — 1 minst n olika primtalsfaktorer, och 22") —1 och
2(2") 11 har inga gemensamma delare enligt del (a), si 22")+1 har minst en primtalsfaktor
som inte ir nagot av de primtal som delar 22")—1. Alltsa har 22" —1 = (22" —1)(2") +
1) minst n + 1 olika primtalsfaktorer.

Det avslutar induktionssteget och darmed hela induktionsbeviset.

5. (a) Vi later vart universum U vara méngden av alla djur. Vi definierar foljande fem
predikat pa U: H(x) dr “x 4r en hamster”, R(x) ar “x dr r6d”, B(z) dr “z dr brun”, E(x) ar
“r &dr en elefant”, och G(z) &r “x &r gra”. Det forsta pastaendet kan da skrivas som

VeeU: H(x) — (R(z) vV B(x))
och det andra pastaendet kan skrivas som

Jr e U: E(x) N—=(G(x) AN H(x)).

(b) Utsagan P, &ar: Det finns en fullstdnding graf med n noder som har en Eulervig eller
en Eulercykel. I en fullstindig graf med n noder har samtliga noder gradtal n — 1. For att
det skall finnas en Eulervig eller Eulercykel sa skall antingen alla gradtal vara jamna, eller
sa skall tva gradtal vara udda och resten jimna. Vi ser att det stimmer om och endast
om n ir udda eller n = 2, sa P, ar sann om och endast om n = 2 eller n ar udda.

6. (a) Vi berdknar 33"+ + 72" modulo 11. Vi har 3% = 27 = 5 (11) och 7> = 49 = 5 (11),
sa vi kan skriva om uttrycket som

33t 7l = (3 3t (T T =5 445" 7T=5"-11=0(11),

dvs 3374 o 727+ 51 delbart med 11.

(b) Vi borjar med att 1osa den forsta ekvationen, som vi forst skriver om som 22 +4z+2 =
0(7). Vi har

P 4+4r+2=(2+2°-2=@+2)?-9=((z+2)-3)((z +2)+3) =

= (@~ D)z +5) = (x — Dz —2) (7).

sa vi ser att © = 1(7) eller x = 2(7), eftersom 7 dr ett primtal. Det ger oss tva linjdra
system,

och



Vi borjar med det forsta systemet. Andra ekvationen ger x = 5+ 9y, y € Z, och insittning
i den forsta ekvationen ger
5+ 9y =1(7),

sd 2y = —4(7), vilket ger y = —2(7), s& y = —2 4 Tn och
r=54+9y=5+9(—2+7n) = —13+63n.

Det andra systemet loser vi pa samma sétt: Vi har x = 5 + 9y, y € Z, och insittning i
den forsta ekvationen ger
549y =2(7)

vilket ger 2y = —3(7), sa vi multiplicerar med 4 och far att y = —12 = 2 (7). Alltsa &r
y =2+ 7n och
r=5+9% =5+9(2+7n) =23+ 63n.

Alltsa ar = en l6sning till det ursprungliga ekvationssystemet om och endast om x =
—13(63) eller = 23 (63).

7. (a) En grupp kommer ha tre pojkar och de andra tva kommer ha tva pojkar. Vi kan

vilja ut pojkarna pa
7 4 2
. . =35-6-1=210
(6)-G)-C)

siatt. Vi kan sedan vélja ut flickorna pa

() ()-»mm

210 - 560

satt. Totalt far vi da
= 58800

satt, dar vi delat med 2 for att inte dubbelrdkna de tva grupperna med tre flickor och tva
pojkar.

(b) Lat R vara en relation pa A. Vi kan fritt vélja om a Ra for alla a € A, sa det ger 2" val.
Sen har vi n(n — 1)/2 oordnade par a,b € A med a # b, och tre val f6r om a Rb och/eller
bRa (vi far inte vilja att bade a Rb och bRa eftersom R skall vara antisymmetrisk).
Totalt far vi alltsa

n(n—1)
2

2"-3

antisymmetriska relationer pa A.



