MATEMATIK
CHALMERS TEKNISKA HOGSKOLA

TMV200/211 — Diskret matematik

Tentamen: 2024-01-04, 08.30-12.30

Telefonvakt: Christian Johansson, 031-772 5325

Hjalpmedel: Inga

Betygsgréinser: 20 podng — 3, 30 podng — 4, 40 podng — 5, 50 podng totalt
Observera: Berakningar och motiveringar ska redovisas.

Endast svar ger ingen podng om inte annat anges.

1. (a) Avgor om foljande argument &r giltigt eller ej:

—t) =T
(¢ Vv (=p)) = (=)
p— (aAt)
t
Om argumentet ar giltigt, forklara varfor. Om det inte ar giltigt, ge ett motexempel. (4p)

(b) Lat U vara méngden av alla (dndliga) icke-tomma grafer. Lat D(x,y) vara predikatet
"z ar en delgraf till y", definierat pa U. Avgor om féljande utsagor

JxVy : D(x,y)

Jyvx : D(x,y)
Vady : D(z,vy)

dr sanna eller falska. Endast svar krévs. (3p)

2. Definiera en talfoljd z,, for n € Z>( genom

Tog = 3
Tpt1 = T + 4n.

Visa att det finns tal a, b och ¢ si att x, = an?® 4+ bn + ¢ for alla n € Zsg, och bestim a,
b och c. (6p)

3. Definiera en binir operator * pa4 R? = R x R genom regeln
(a,b) * (¢, d) = (ac — bd, ad + be).

Ar x kommutativ? Associativ? Visa att * har en identitet, och bestim alla (a,b) som har
en invers, samt berdkna inversen. (6p)

Var god vénd!



4. (a) Lat G vara en bipartit graf. Visa att G inte har nagon cykel av udda lingd.

(b) En graf G = (V, E) kallas for tripartit om det finns delméngder S;, Sz och S5 till V'
sdatt S;NS; =0 for allai # 5,V = 51U Sy USs, samt om z,y € S; for nagot ¢ sa finns
ingen kant mellan x och y. Med andra ord, en graf dr tripartit om man kan firga noderna
med tre firger sa att ingen kant gar mellan tva noder av samma firg. Rita en tripartit
graf som har en cykel av langd tre och en cykel av lingd fyra.

5. (a) Skriv pastaendena “Alla roliga nyarsfester har raketer” samt “Vissa julfester ar inte
roliga” pa predikatlogisk form. Definiera *ett* lampligt universum som du anvinder for
bégge pastaendena.

(b) Definiera en relation ~ pa Z genom a ~ b om ab = r® fér nagot r € Z. For vilka a € Z
giller det att a ~ a? Motivering kréavs.

6. (a) Berikna ©(4025).

(b) Bestédm alla heltalslosningar till ekvationssystemet

=2 (5)
= (7)
=4 (9).

och bestdm den minsta positiva heltalslosningen.

7. Givet bokstéverna i ordet SOMMARJOBB, hur manga ”ord” (dvs stringar av boksté-
ver) av langd sex kan man bilda om. ..

(a) man far vélja vilka bokstéver som helst?
(b) man bara far vélja bland de bokstéver som forekommer mer &n en gang?
(¢) bokstaverna MOS maste vara med och sta bredvid varandra, i den ordningen?

Svaren behover inte forenklas.

Lycka till!
Christian
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Lo6sningsforslag:

1. (a) Vi provar ett motséigelsebevis, sa vi antar att slutsatsen &r falsk men att alla
hypoteser ar sanna. Slutsatsen ar ¢, sa ¢ ar falsk. Da &r —t sann, sa enligt forsta hypotesen
(—t) — r maste da r vara sann. Da dr —r falsk, sa enligt andra hypotesen maste ¢ V (—p)
vara falsk, dvs ¢ och —p dr bada falska. Da &r ¢ falsk och p sann, vilket gor att den tredje
hypotesen p — (g At) ar falsk, vilket dr en motsdgelse. Alltsa dr argumentet giltigt.

(b) Forsta pastaendet &r falskt (en graf med endast en nod dr visserligen isomorf med
en delgraf till alla icke-tomma grafer, men behéver inte sjdlv vara en delgraf), andra
pastaendet ar falskt (ingen graf innehaller alla andra grafer som en delgraf) och tredje
pastaendet dr sant (kan exempelvis ta y = x).

2. Vi borjar med att bestimma for vilka a, b och ¢ som formeln x,, = an® + bn + ¢ skulle
kunna stimma. Sitt f(n) = an® + bn + c. Vi har zp = 3 enligt definitionen, och vi har
f(0) = ¢, sa vi maste ha ¢ = 3. Sedan har vi

ZE1:ZEO+4'O:3,
samt f(1) =a+ b+ 3, sa vi maste ha a + b = 0. Vi har ocksa
ZL‘QZZL‘1+4'1:7

och f(2) = 4a + 2b + 3. Eftersom a + b = 0 sa &r 4a + 2b+ 3 = 2a + 3, sa vi maste ha
2a = 4, dvs a = 2, och darmed b = —2. Sa

f(n) =2n*—2n +3.

Nu vill vi visa att z,, = f(n) for alla n, vilket vi gér med induktion. Vi har redan visat
det for n = 0,1,2, sa vi har redan visat basfall (n = 0 récker som basfall). Vi gor da
induktionssteget. Antag att =, = f(n) for ett specifikt n (induktionsantagandet). Da
ar

Tpi1 =Ty +4n=f(n)+4n=2n* —2n+3+4n =2n>+2n+3 =

=2(n+1)>=2(n+1)+3=f(n+1),

vilket var det vi ville visa. Alltsa ar z,, = f(n) for alla n € Z>.

3. Operatorn * dr bade kommutativ och associativ: For kommutativitet, notera att
(a,b) % (¢,d) = (ac — bd, ad + bc) = (ca — db, cb+ da) = (¢, d) * (a, b);
for associativitet har vi
((a,b) * (c,d)) * (e, f) = (ac — bd,ad + bc) (e, f) =

= ((ac—bd)e—(ad+bc) f, (ac—bd) f+(ad+bc)e) = (ace—bde—adf —bcf, acf—bdf +ade+bce)

och

(a,b) * ((c,d) * (e, f)) = (a,b) x (ce — df,cf + de) =



= (a(ce—df)—b(cf+de),a(cf+de)+b(ce—df)) = (ace—adf —bef—bde, ac f+ade+bce—bdf ),

sé vi ser att ((a,b) * (¢,d)) = (e, f) = (a,b) x ((¢,d) * (e, f)), dvs x &r associativ. Identiten
ar (1,0), eftersom

(1,0) * (a,b) = (a,b) x (1,0) =(a-1—=5b-0,a-04+0b-1) = (a,b)
for alla (a,b) € R?. Det aterstar att hitta de inverser som finns. Notera att
(0,0) * (z,y) = (0,0)

for alla (z,y) € R? sa (0,0) har ingen invers. For (a,b) med a # 0 si kan vi berikna
inversen sa hér: Vi soker (z,y) med

(a,b) x (z,y) = (ax — by, ay + bx) = (1,0).

Vi har d& ay + bz = 0, dvs y = —bz/a (eftersom a # 0), samt ax — by = 1. Inséttning av
y=—br/aiax—by=1ger

1 =ar —by = ax + b’z/a = z(a + b*/a),

dvs x = a/(a® + b?), vilket ger y = —b/(a® + b?), sa inversen till (a,b) dr

a B b
a? + b2 a?2+5b%)"

Om istéllet b # 0 sa kan man med exakt samma typ av ridkningar komma fram till att
samma formel ger inversen. Alltsa har alla (a, b) # (0,0) en invers, som dr given av formeln
ovan.

4. (a) Vi firgar noderna i G blaa och roda sa varje kant gar mellan en bla nod och en
rod nod. Lat vy, vy, v, ...,v, vara en vig i G av lingd n, med n udda. Om v, &r bla sa
kommer vy vara rod, vy bla osv., sa v, kommer vara rod. Pa samma satt sa kommer v,
vara bla om vy dr rod, dvs vy och v, kommer ha olika firg (eftersom n &r udda). Sa vi
kan inte ha vg = v,, eftersom de har olika farg, sa var vig kan inte vara en cykel.

(b) Féljande graf ar tripartit (jag anvander firgerna gul, bla och réd) och har cykler av
langd tre och ldngd fyra:

5. (a) Lat universum U vara méingden av alla fester. Vi definierar f6ljande predikat pa
U:
N(z) : x &r en nyarsfest







































R(z) : z &ar en rolig fest
F(z) : x har raketer
J(z) : x ar en julfest
Da kan det forsta pastaendet skrivas som
VezeU: N(z)AR(x) — F(x)
och det andra pastaendet kan skrivas som

dx e U: J(z) N —R(z).

(b) Enligt definitionen har vi a ~ a om a* = r® fér nigot r € Z. Vi pastar att detta giller

om och endast om a = 53 fér nagot s € Z. Om a = 53, di ir a® = s° = (5?)% sa vi kan
sitta r = s2. Omvint, anta att a® = r3 for ndgot r € Z. Talen a och r méste da ha samma
primtalsfaktorer py, ..., p, sig; lat

_.c c
a=p...pJ

och
_ b bn
r=p’...p,

vara primtalsfaktoriseringarna. Eftersom a? = 3 sa géller 2¢c; = 3b; for i = 1,...,n, sa vi

maste ha ¢; = 3d; for nagot d; (eftersom 3 &r ett primtal). S& om vi sétter
s = pcf1 . pi"

s dr a = s°.

6. (a) Primtalsfaktorisering av 4025 ger 4025 = 5% - 7 - 23, sa vi far att

®(4025) = (5%) - ®(7) - B(23) = 20 - 6 - 22 = 2640.

(b) Forsta ekvation ger x = 2 + 5y, y € Z. Inséttning i andra ekvationen ger da
2+5y=3 (7),

som vi kan skriva om till 5y = 1 (7). Inversen till 5 modulo 7 &r 3, sa vi ser att y = 3 (7),
dvs y = 3 + 7z for nagot z € Z. Det ger att

r=2+by=2+53+7z) =17+ 35z.
Insdttning i tredje ekvationen ger
17+ 352 =4 (9),

som vi kan forenkla till —z = 5 (9), dvs z =4 (9). Sa z = 4 + 9n {6r nagot n € Z och
ddrmed &r
x =17+ 352 = 17 + 35(4 + 9n) = 157 + 315n



med n € Z, vilket ger samtliga losningar, och vi ser att 157 dr den minsta positiva
heltalslosningen.

7. Vi har sju olika bokstéver totalt i SOMMARJOBB, varav tre forekommer tva gang-
er.

(a) Vi delar in i fall beroende pa hur manga dubbletter som ordet innehaller:

0 dubbletter: Da skall vi vilja bland 7 bokstéver till 6 positioner, det kan goras pa 7 -6 -
5-4-3-2="7'= 5040 olika sétt.

1 dubblett: Tre val for vilken bokstav som skall férekomma tva ganger, (g) olika sétt

att placera ut dubbletten pa, sen 6 -5 -4 -3 sitt att fylla de fyra Ovriga positionerna.
Totalt

3-(;3)-66-4-3:16200
ord.

2 dubbletter: (‘;) = 3 val for vilka bokstéaver som skall forekomma tva ganger, (g) . (;1) olika

sitt att placera ut dubblettera, 5 -4 sétt att fylla de tva 6vriga positionerna. Totalt
6 4
3- . -5 -4 = 5400

3 dubbletter: Da innehaller ordet bara dubbletter, och vi har inga val av vilka bokstéver
eftersom endast tre bokstédver finns som dubbletter. Sa vi far

(o) () ()=

5040 + 16200 + 5400 + 90 = 26730

ord.

ord. Totalt far vi alltsa

ord.

(b) Om vi bara far vélja bland O, M och B sa maste vi ha tvad M, tva O och tva B, dvs
vi ér i fallet med tre dubbletter fran (a), s det blir 90 ord.

(c) Vi delar in i tva fall, om vi har tva B i ordet eller inte.

Tva B: MOS"kan séttas ut pa 4 olika stéllen, sen har vi (‘;) = 3 mojligheter for var vi
skall sdtta ut de tva B:en och slutligen 5 olika mojligheter for vilken bokstav vi skall sdtta
pa den sista positionen. Det ger 4 -3 - 5 = 60 ord.

Inte tva B: MOS"kan sittas ut pa 4 olika stéllen, sen har vi tre positioner kvar dér vi
skall vélja fran 6 bokstéiver, kan goras pa 6 -5 -4 sitt. Det ger 4-6-5 -4 = 480 ord.

Totalt far vi alltsa 480 4+ 60 = 540 ord.



