MATEMATIK
CHALMERS TEKNISKA HOGSKOLA

TMV200 — Diskret matematik

Tentamen: 2022-04-12, 14.00-18.00

Telefonvakt: Christian Johansson, 031-772 5325

Hjalpmedel: Inga

Betygsgréinser: 20 podng — 3, 30 podng — 4, 40 podng — 5, 50 podng totalt
Observera: Berakningar och motiveringar ska redovisas.

Endast svar ger ingen podng om inte annat anges.

1. Avgor om foljande argument ar giltiga eller ej:

(a)

p—(qgAr)
q— (=)
rVop
q
(b)
p—(gVr)
(—g) — (=)
rVop
q

Om ett argument ar giltigt, forklara varfér. Om det inte ar giltigt, ge ett motexempel.

2. Definiera en talféljd ag, aq, as, ... rekursivt enligt
ap = 1;
a; = 2;

ApOp—o = a2_1, n > 2.

a) Berdkna ag, az och ay.
(b) Gissa en allmén formel for a,, och bevisa den.

(c) Om a; hade varit lika med ett reellt tal ¢ > 0 istéllet, vad hade den allménna formeln
blivit? Endast svar réicker, inget bevis kravs.

3. (a) Definiera vad &r ett trad &r inom grafteorin, och rita ett trid med 5 noder.

(b) Lat G vara ett trdd med n noder. Hur manga kanter har G? Endast svar ricker, bevis
krivs inte.

(c) Lat G vara ett trad med n noder. Antag att G inte har nagra noder med gradtal 2.
Visa att G har minst (n + 2)/2 noder med gradtal 1.

Var god vénd!

(6p)



4. Pa ett bord ligger 10 kort, som har en bokstav pa ena sidan och en siffra pa andra
sidan. Du ser just nu A, 4, Q, 8,9, Y, M, Z, 2, 3.

(a) Betrakta pastaendena “Om ett kort har en vokal pa ena sidan s& har den ett primtal
pa andra sidan“, och “Det finns ett kort med ett jimnt tal pa ena sidan och en vokal
pa andra sidan®. Skriv dem pa predikatlogisk form (glom inte att definiera ett lampligt
universum).

(b) Vilka kort behover du vinda pa for att kontrollera om forsta pastaendet dr sant? Vilka
kort behover du vinda pa for att kontrollera om andra pastaendet dr sant? Motivera dina
svar.

5. (a) Lat X vara en mangd. Om M &r en annan méngd och f : X — M #r en funktion, sa
definierar vi en relation ~; pa X genom att siga att z ~; y om och endast om f(z) = f(y)
(for z,y € X). Visa att ~; dr en ekvivalensrelation.

(b) Lat nu ~ vara en godtycklig ekvivalensrelation pa X. Visa att det finns en mangd M
och en surjektiv funktion f : X — M sa att ~ &r lika med ~;. (Du kan anta att X &r
dndlig om det hjalper, men det ar inte nédvindigt).

6. (a) Primtalsfakorisera 4325 och beridkna ®(4325).

(b) Bestédm alla heltalslosningar till den diofantiska ekvationen

5lx + 39y = 18.

7. Bestam all heltalslosningar till ekvationssystemet

8. I den hir uppgiften skall alla svar skrivas som explicita tal (i bas 10). Vi har fem vanliga
sexsidiga tdrningar som &r identiska men urskiljbara. Om dessa kastas samtidigt finns 6°
olika utfall (enligt multiplikationsprincipen).

(a) Hur méanga av dessa utfall ger en kak, det vill sdga tre av tdrningarna visar en viss
siffra © och de tva Ovriga tdrningarna visar en annan siffra y?

(b) T hur méanga av de 6° utfallen &r summan av siffrorna pa de fem térningarna lika med
97

Lycka till!
Christian

(3p)

(3p)

(3p)

(3p)

(3p)

(3p)

(6p)

(3p)

(4p)



Lo6sningar:

1. (a) Argumentet ar ogiltigt: Om p och ¢ ar falska och r ar sann, sa blir hypoteserna
sanna men slutsatsen falsk.

(b) Argumentet &r giltigt: Antag att hypoteserna dr sanna men slutsatsen sann. D& ar ¢
falsk, sa —¢ sann. Da (—¢) — (—r) ocksa &r sann maste r vara falsk, sa eftersom r V p &r
sann maste p vara sann. Eftersom p — (¢ V r) dr sann maste ¢ V r vara sann, men bade ¢
och r skulle vara falska, vilket ger en motsigelse.

2. (a) Den rekursiva formeln ger a,, = a_,/a,_». Dirmed far vi ay = a?/ag = 2%/1 = 4,
az = a3/a; = 16/2 = 8 och ay = a3/ay = 64/4 = 16.

(b) Baserat pa (a) gissar vi att a, = 2". Vi bevisar formeln med induktion. Basfallen
n =0 och n = 1 ir korrekta, ty ap = 1 = 2° och a; = 2 = 2. Antag nu att n > 2 och att
a,_1 =2""'och a,_ o =2""2 Da ir

2 2n—2 jon—2 n
Up = Q5 1 [Qp_o=2T""7/2""7 =2"

vilken visar induktionssteget. Enligt induktionsprincipen dr ddrmed a,, = 2" for alla heltal
n > 0.

3. (a) Ett trdd dr en graf som dr sammanhingande och inte har nagra cykler. Ett trad
med fem noder:

(b) Ett triad med n noder har n — 1 kanter.

(c) Lat vq,...,v, vara noderna i G och lat d; vara gradtalet for v;. Antag att det finns
exakt k£ noder med gradtal 1, och att vi numrerat noderna sa dessa ar vy,...,v;. Enligt
ett resultat fran kursen ar

d di=2n—1)=2n-2

i=1
eftersom G har n — 1 kanter. Da d; = --- = d;, = 1 kan vi skriva
n k n n
Sa=Yae Y doke Y
i=1 i=1 i=k+1 i=k+1

Eftersom G inte har nagra noder med gradtal 2 (enligt antagande) si ar d; > 3 for
i=k+1,... n si

i d; > i 3=3(n—k)=3n-—3k.

i=k+1 i=k+1













































Alltsa ar . .
2n—2=) di=k+ Y di>k+(3n—3k)=3n—2k
=1

i=k+1

Arrangerar vi om det far vi
2k > n+ 2,

det vill siga k > (n+ 2)/2.

4. (a) Universum é&r alla kort pa bordet. Definiera predikaten V'(z), P(z) och J(x) enligt
foljande:
V(z): Bokstaven pa x ir en vokal;

P(z): Siffran pa x ar ett primtal;
J(x): Siffran pa x ar jaimn.

Da kan vi skriva forsta pastaendet som
Vo : V(x) = P(x)

och andra pastaendet som
dz: J(z) AV (z).

(b) For att kontrollera och forsta pastaendet &r sant behver vi viinda pa korten som visar
A, 4, 8,9, och Y (dvs alla kort som antingen visar en vokal eller ett tal som inte dr ett
primtal). For att kontrollera om andra pastaendet ar sant behdver vi vinda pa korten som
visar A, 4, 8, Y och 2 (dvs alla kort som antingen visar en vokal eller ett jamnt tal).

5. (a) Vi visar att ~ &r reflexiv, symmetrisk och transitiv:
o Reflexiv: z ~; x eftersom f(z) = f(z).
e Symmetrisk: Om = ~f y sd &r f(x) = f(y). Darmed &ar f(y) = f(z), sa y ~ x.

e Transitiv: Antag att x ~y y och y ~; 2, dvs f(z) = f(y) och f(y) = f(2). Da ar
f(z) = f(2), sa x ~; 2.

(b) Lat M vara mingden av alla ekvivalensklasser av ~ pa X, och lat f : X — M
vara funktionen som sdnder x € X till ekvivalensklassen for xz. Da &r ~=~y, coh f &r
surjektiv.

6. (a) Vi har 4325 = 52 - 173. Da far vi att
®(4235) = ®(5%) - ®(173) = (5* — 5) - 172 = 20 - 172 = 3440.
(b) Vi har sgd(51,39) = 3, vilket delar 18, sa ekvationen har 16sningarna och vi delar 3

for att forenkla den. Vi far da 17x + 13y = 6. Vi har sgd(17,13) = 1, och med Euklides
algoritm far vi att 4-13 — 3-17 = 1, och dérmed &r

17 (—18) +13-24 = 6.



Samtliga 16sningar ges da av x = —18 + 13n, y =24 — 17n, n € Z.

7. Med trial and error ser vi att z* = 4 (5) endast har 16sningen z = 4 (5). Dirmed ir
x = by + 4 for nagot y € Z. Inséttning i den andra ekvationen ger

3r=30bBy+4)=15y+12=4y+1=7 (11),

vilket dr ekvivalent med 4y = 6 (11). Inversen till 4 modulo 11 &r 3, sa om vi multiplicerar
ekvationen med 3 far vi y = 18 =7 (11), dvs y = 11n 4+ 7. Vi far da

r=5y+4=511ln+7)+4=>5n+39, neZ.

8. (a) Vi har 6 val for siffran = och sedan 5 val for siffran y. Slutligen kan vi vélja vilka
tva av de fem térningarna som skall visa y pa (3) = 10 sétt. Vi far alltsa 6 -5 - 10 = 300
utfall som ger en kak.

(b) Om vi bortser fran ordningen sa kan summan 9 fas pa f6ljande sétt:

1. 9=1+1+4+1+1+45: Det fas for 5 olika utfall (5 sitt att vilja vilken térning som
skall visa 5).

2. 9=1+4+1+1+2+4: Det fas for 20 = 5-4 olika utfall (5 sitt att vélja vilken térning
som skall visa 4, sen 4 val for vilken tdrning som skall visa 2).

3. 9=1+4+1+4 1+ 3+ 3: Det fas for (3) = 10 olika utfall (antalet séitt att vilja vilka
tva tarningar som skall visa treoor).

4. 9=14+1+4+2+ 2+ 3: Det fas for 30 = 3 - 10 olika utfall (10 sétt att vélja de tva
tdrningarna som skall visa tvaor, sen 3 sitt att vilja tarningen som skall visa en
trea).

5.9 =1+2+2+ 2+ 2: Det fas for 5 olika utfall (antalet val for vilken tdrning som
skall visa ettan).

Totalt far vi 5+ 20+ 10 + 30 + 5 = 70 utfall med summa 9.



