MATEMATIK
CHALMERS TEKNISKA HOGSKOLA

TMV200 — Diskret matematik

Tentamen: 2022-08-26, 14.00-18.00

Telefonvakt: Christian Johansson, 031-772 5325

Hjalpmedel: Inga

Betygsgréinser: 20 podng — 3, 30 podng — 4, 40 podng — 5, 50 podng totalt
Observera: Berakningar och motiveringar ska redovisas.

Endast svar ger ingen podng om inte annat anges.

1. Avgor om foljande argument ar giltigt eller ej:

p— (t)
—(pAt) = (qV(ms))
rVs
r— (2g)
s
Om argumentet ar giltigt, forklara varfor. Om det inte ar giltigt, ge ett motexempel. (6p)
2. Visa att .
D AR + k) + 6K + 1= (n+1)*
k=0
for all heltal n > 0. (6p)

3. (a) Rita en graf G; med fem noder och gradtal 1, 2, 2, 3 och 4. Har G; en Eulervig?

(2p)

(b) Lat G4 vara den riktade grafen med grannmatris
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00100

00010
Rita G och rita ut en riktad cykel i Go. (2p)
(c) Lat G5 vara den vanliga graf som man far om glommer riktningarna pa kanterna i Gb.
Hur manga inducerade delgrafer med mer &n en nod finns det i G3 som &r trad? (3p)

Var god vénd!



4. Lat X och Y vara tva dndliga méngder.

(a) Betrakta pastaendena “Alla funktioner fran X till Y &r surjektiva“, och “Somliga
funktioner fran X till Y dr inte injektiva®“. Skriv dem pé predikatlogisk form (glom inte
att definiera ett lampligt universum).

(b) Under vilka antaganden pa X och Y &r det forsta pastaendet ovan sant? Under vilka
antaganden pa X och Y &r det andra pastaendet ovan sant? Du maste motivera dina svar
for att kunna fa poéng.

5. Definiera en relation ~ pa de positiva heltalen Z, genom att siga att a ~ b om och
endast om a® + b? = ¢? foér nagot c € Z,.

(a) Ar ~ reflexiv? Symmetrisk? Transitiv?

(b) Visa att 1 o4 ¢ for alla ¢ € Z,, samt hitta det par av positiva heltal a och b med a ~ b
sa att a + b &r minimalt.

6. (a) Primtalsfakorisera 6468 och berikna ®(6468).

(b) Vilka ar de tva sista siffrorna i 71237

7. Bestam alla heltalslosningar till ekvationssystemet

?+r+2=0 (7)
br=1 (13).

8. I den hér uppgiften skall alla svar skrivas som explicita tal (i bas 10). Ett fotbollslag
har 20 spelare med sig till en match: tre malvakter, sex backar, sex mittfiltare och fem
anfallare.

(a) Trénaren skall ta ut en malvakt, fyra backar, tre mittfdltare och tre anfallare till
startelvan. Pa hur manga sitt kan det goras?

(b) I andra halvlek byter trdnaren fem spelare (samtidigt). Nér bytena &r klara &r samma
malvakt pa plan, samt tre backar, fyra mittfdltare och tre anfallare. P4 hur manga satt
kan bytena ha gjorts?

Lycka till!
Christian
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Losningsforslag (lite kortfattade):

1. Vi gor ett motsigelsebevis. Antag att hypoteserna &r sanna men slutsatsen ar falsk.
Da ér s falsk (det dr slutsatsen) och eftersom 7V s &r sann (tredje hypotesen) &r r sann.
Eftersom r — —q dr sann (fjirde hypotesen) och r &r sann ar ¢ falsk. Vi ser da ¢ V —s
ar sann, sa andra hypotesen dr sann oavsett sanningsvirdena pa p och t. Alltsa kan vi
(exempelvis) lata p vara falsk och t falsk sa blir forsta hypotesen ocksa sann, och vi har
konstruerat ett motexempel. Alltsa ar argumentet ogiltigt.

2. Vi gor ett induktionsbevis. Som basfall tar vi n = 0; da ser vi att vinsterledet blir
4(03+0) 4+ 6- 0%+ 1 =1 och hogerledet blir (0+ 1)* = 1, sa basfallet ir ok.

Induktionssteget: Antag nu att n > 1 samt att S p—, 4(k* 4+ k) +6k% 4+ 1 = n*. Vi vill visa
att Yp_o4(k> + k) +6k* + 1 = (n + 1)L Vi far

n n—1
> AR + k) + 6k +1= <Z4(/~c3+k)+6k:2+1> +4(n* +n) +6n* +1=

k=0 k=0
=n'+4(n° +n)+6n*+1=(n+ 1)

dar vi anvant induktionsantagandet i det andra steget och binomialsatsen i det tredje
steget. Det avslutar induktionssteget, och formeln &r darmed bevisad med induktion.

3. (a) G1 kan se ut enligt foljande:

Den har en Eulervig eftersom den har exakt tva noder med udda gradtal.

(b) Gg ser ut sa hér: 2

54|
<

En riktad cykel ges av 3,5,4, 3.









































































































(c) Gs ser ut sa hér:

3 v

Den har fem inducerad delgrafer med 2 noder som é&r trad (givna genom att viilja nod-
méangderna {1,3},{2,3},{3,4},{3,5},{4,5}), fem inducerad delgrafer med 3 noder som &r
trid (givna genom att vilja nodméngderna {1,2,3},{1,3,4},{1,3,5},{2,3,4},{2,3,5}),
samt tva delgrafer med 4 noder som é&r trid (givna genom att vilja nodméngderna
{1,2,3,4},{1,2,3,5}). Totalt far vi 12 inducerade delgrafer med mer &n en nod som
ar trad.

4. (a) Lat universum U vara méngden av alla funktioner fran X till Y, och 1at S(f) och
I(f) vara predikaten “f ar surjektiv” respektive “f ar injektiv”. Vi kan skriva det forsta
pastaendet som

VfeU:S(f)

och det andra pastaendet som
df e U :-I(f).

(b) Det forsta pastaendet dr sant nar X # () och |[Y| =1 (det finns bara en funktion, som
skickar allt till det enda elementet i Y'), samt nar Y = () (om X # () finns det da inga
funktioner X — Y, och om X = () finns bara den tomma funktionen, som ar surjektiv nir
malméngden #r (}). Det andra pastaendet &r sant nér | X| > 1 och Y # () (om X har mer
an ett element kan skicka samtliga element i X till samma element i Y och fa en funktion
som inte dr injektiv).

5. (a) ~ &r inte reflexiv; exempelvis dr 1 % 1 eftersom 12 + 12 = 2 inte dr en kvadrat.
Déremot dr ~ symmetrisk eftersom a? +b? = b? + a2, sd om den ena ir en kvadrat dr den
andra det ocksa. Slutligen dr ~ inte transitiv — vi har 3 ~ 4 och 4 ~ 3 men 3 + 3.

(b) Om 1 ~ ¢ s skall 1+¢? vara en kvadrat. Men vi har ¢ < 1+¢? < (c+1)? och det finns
inga kvadrater mellan ¢® och (c+ 1)?, s 1 + ¢* kan inte vara en kvadrat. Alltsa dr 1 £ ¢
for alla ¢ € Z,.. Slutligen ar (a,b) = (3,4) det par med a ~ b och a + b minimalt.

6. (a) Vi har 6468 =22-3-7%.11, s&
(6468) = ®(22)D(3)®(7*)®(11) = (4 — 2)(3 — 1)(49 — 7)(11 — 1) = 1680.

(b) Vi beriknar 7'** modulo 100. Vi har sgd(7,100) = 1 samt ®(100) = ®(22)®(5%) =
(4 —2)(25 — 5) = 40, sa Euler sats siger att 7*° = 1 (100). Ddrmed far vi

712 = A0S — (710)3 73 = 78 = 343 = 43 (100).

Alltsa dr 4 och 3 de tva sista siffrorna i 71?3 (3 sist, 4 niist sist).
















































7. Med trial and error far vi att 2> +x+2 = 0 (7) endast har 16sningen x = 3 (7). Dirmed
ar x = 3+ Ty for y € Z. Insdttning i den andra ekvationen ger

5(3+ 7y) =154 35y =1 (13),

vilket vi kan forenkla till 9y = —1 (13). Inversen till 9 modulo 13 &r 3 (kan hittas med
Euklides algoritm) sa vi far y = —3 = 10 (13), dvs y = 10 + 13n, n € Z. Alltsa far vi
l6sningarna

r=34+7(10+13n) =734+ 91n, n € Z.

8. (a) Vi har 3 val for malvakten, ($) = 15 val for backarna, (3) = 20 val for mittfiltarna

och (g) = 10 val for anfallarna. Sa det blir 3 - 1520 - 10 = 9000 olika méjligheter.

(b) Det finns 2 backar, 3 mittfiltare och 2 anfallare pa bdnken (malvakterna kan vi
ignorera). Vi har sex olika fall for hur vi kan byta in och ut:

Fall 1: 2 backar in, 3 mittfdltare in, 0 anfallare in, 3 backar ut, 2 mittfaltare ut och 0
anfallare ut. Skriver det som 2+3+0 in, 3+2+0 ut. Kan goras pa

HOOOEO-r s

Fall 2: 2+2+1 in, 34+1+1 ut. Kan goras pa

OOt -mw

Fall 3: 2+1+2 in, 34+-0+2 ut. Kan goras pa

R E) == s

Fall 4: 1+3-+1 in, 2+2+1 ut. Kan goras pa

DOOWEE) -2 2e0s-mm

Fall 5: 1+2+2 in, 24142 ut. Kan goras pa

DEEEIG)E) =230 s

Fall 6: 0+3-+2 in, 1+242 ut. Kan goras pa

OBEOOE -+ w5

Totalt far vi 12 + 216 + 36 + 216 + 324 + 36 = 840 sétt.



